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IMIKFACE 


All li'ittiiMuaia (li* la uiort pri'analunie (rileiii'i Poincan', ses confreres, 
ht'.s amis, S(>s aihuiraUnji'K nut ete unanimes a penser <|ue noire pays devait 
remlre an ^oometre ipi’i! venail do perdre le meine lu)muia},^e (pi’il 
avail nnulu anx plus j^rands : fi Laj^range, u Laplace, a Fourier, it 
(‘.aucliy. Le .VliniHlere tie rinslruction publitpn: a decide de publier 
»nm lartler len fjfi/avv.v tHuthihnaiiques d’Henri Poincare. (In iraittl! 
a ete cttnclu it cet elTct avec IV'dileur M. daulhier- Villars, que 
liint lb* travanx analogues, executes avec un desintt^ressernenl et 
line liabib'te uni verstdlemenl reconnus, de.signaienl pour cette liiche 
ntutvelle. Le soin tie surveiller et de diriger la publication lu’aele coolie. 
.If u'tMi vt'rt'iii (His rachevetnenl ; tnais ee .sera riionneurde ina carriere 
d'en avoir [irovotpte et cominence I’execiilion. 

Le [dan et le eoulenu ties divers Volnnies out ete cont|)l(!tentent 
arretes. Dans le tlesir tie (trovtiijner tlt*s reeberehes, j’ai orii tlevoir coin- 
uieneer (tar led’oine II, (tareetpt’il ctnitienl lt;s Iravauxles (diis inijiortants 
de la ieitnessede Pointuire, ei'nx i(ui ctnicernenl les fonclions fnehsiennes. 
L'lioinmage aitisi reiiilu it un savant illustre se dttublera, je l’e.s|)en‘, d’ttn 
service rentln aiix geointUres, 

Dans la rttvisiori el la correction dti texte, j’ai eii riieiirenst' tdrlune 
d’etre iiide et seftmtle (tar uii jtnmc gettmelre dt's plus dislingues, 
\L Niirlunti, (irtife.sseur a PUniversite tb' Liiud. 11 avail fail, tbqiuis 
longletiips, Petutlela plusapprofondie ties iravauv tpie Poiiiearea jtuldies 
stir re beau Kiijet. Les notes noinbrcuscs t[u’il a ajoulttes en tliirerenls 





\ t 

eadroits (*t a la fia thi Voluiiu’ tiii'lfnttit ni inu!iMit i> i.mU'' I i ' 
oaliahoraliaa. M. Narhua! uiiif a mmi Ihmu liilml ih. 

parfaite eoaaaissaaci' ilt* la )ini}'Ui‘ 

Aux naacreicaHMas !a«‘ti vif** i-t hiiai Hii-riliA i)im- j’.n I.' |> 
devoir da lai oHVir* j«‘ diAIri* HJiHurii'r '^1. Mrtn*«ii 
liaaorairo. d(> I'l 'aivarsite, hiuiTiil di* dmix ilf nm, ad.-Mu- 'i, 

avec la plusgraad Huia Ia« I'-jifauvaH at ijm n, a doim,- ■'..a 

si [iraciaux pour la puldiralioa du Huih-tn, ,l. s s. , » 
ol [tour calla tht man 



ELOGE HISTORIQUE 

D’HENRI POINCARE 

MEMBRE DE L’ACADEMIE 

LU DANS LA SEANCE I'UBLiaUE ANNUELLE DU 15 DfXEMBRE 1913 


PAR 

M. &ASTON DARBOUX, 

SEGRKTAIHE PERPETL'EL. 


Messieurs, 

II y a un an a peine, le 17 juillet 1912, Henri Poincare nous etait 
brusquement enleve. Sa niort si rapide, si inattendue, excita dans le 
monde entier une emotion universelle. En France, en Europe, en 
Amerique, des voix s’eleverent aussitot pour ^celebrer les merites de 
celui dont le cerveau puissant avait manifesto tant d’aptitudes diverses; 
qui s’etait montre a la fois rnathematicien hors de pair, physicien 
penetrant et profond philosophe. C’est un devoir pour nous, qui avons 
vecu i ses c6tes, qui avons ete ses contemporains ou ses anciens, 
d’apporter a notre tour notre temoignage, de rappelerles enseignements 
et les appreciations que, seuls, nous avons pu recueillir sur la belle et 
noble carriere qui s’esl deroulee, presque loute entiere, devant nos 
yeux. 




Viii 

i. 

Henri Poincan^ nmiuil li .Naiiry If ■ji«» a'ril iH*. S.-» 
lorrainK tons les l.« faiiiillff PiMiuiur rti ,|.* \rsjf. 

eluitrMH, tittiw le» ViwgM. plie jmhiI ,t l.-.u! 

Poiticim'*, wnseillerau IniilliMpp Nnifi l»Ai« iiu, ijui iuihhui m 
Tun tie sea neUm-fili*, P«Mi»«ttM', *«it tUrtUir t|i 

inaliqntw au rollrge tie llouriimm, [»r« tt NinilrlMitmii. 

C’esl %«le)nent 4e .Ifan-JowjiU ijn’eftl 4i-»«r»iitu tr grand jW-re «le 
noire confrire, .liilei-Nimiai Piiin»«r«’. i|iii iKiiftn! »i \rttlriiilifau 
en !7f)4. A peine Age tie an ani, il fnl aliin lie ii rii«'*piirtl iiiiliiaire tie 
Saint-Quentin pemljint la m in pagin’ tie rn iBi i. In 11*17, il 

villi »¥tahiir A Niiriey avec »ea vieuv parml* fl »rii •n-iir*, el m lina 
«n id'io tliuw line tiiaiwm rararlerblitjiie tin %ieun \afii ) , mire le palaii 
ducal el la parte de la I’raffe. liana le diamtint nu*il pnintUHa en 
rcccviint Ilenri Pnincart^ k I’Acadi^iiiie lrain!:ai»r, \|. |•‘M*'•denr Ma*Min 
lions a di^fieint de In ni«nii’*re la plu» e*prr*»i%e rellr inai*<»n • Miiide, 
niasaive el wina orneinentu, nccoalc^e d'un porlail |ire»«jue iiiiiinimenlnl 
donl les iiionlttiita A lioinngei veriniriit^* au|i|Mirleiit iitt frnnlon mlre- 
coop4 06 lirAl# Mil pol d« feu ». ('.‘eal 14 i|ue •mil n<i>» le* enfnnl* 
da Juba-Nieoitts, dont deiitt HI* j e« iM'jH, M»in Ptiinrare, (|iit devail 
einbriiMer In ciirrir're m^dicale el fnl It |»i*re de noire rnnfr^re; en iHati, 
Antoine Poincaril^, 4|iii devini iii«|ieeteur gtdieral de# Poni# n I dian**4e* 
ft till dent til* : M, ttayitiond Poiiienr^, premdeni de la llepiildnjMe, #i 
M, faiden P«ine«r4, direcltiir de I'Ktineigiirinriil •rnindaire «« Mini#" 
lAre de rinulriiclioti publique el dti lleaut-Arl*, liV#! egalemmi d4n« 
la vieille mniton de la rue de tiuise iju*e*i nr noire rtinfreie llrtm 
Poiticar^, el In till# de Mtncy y ■ fail piiter rd'eniinrni on*' pLtpn- 
conini^nioriitlvei offerte par PAiMoeialitin de* aiiririi* rlrtr# 4r# !#«••’«'!* 
de Nancy, Met*, Stranbourg el C'^lmar. 

Haiwle diicoiirimie Je vien* de mpiteler, M. I'>rdi%n' M.i-svai n*»‘s» 
fail r.mitaili.,- riirrjjM} Iff noms df deu* autre# Mieinlo.-# 4«’ la faiodl#- 
Puili. ; till gnind^onele d*abord, le eonitnandani 
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Poincare, ne a Nancy en 1751, qui se faisait appeier Pontcarre ('); il 
fit la guerre d’Espagne et disparut dans la retraite de Russie; et un 
autre soldat, Poincare Ame-Frangois, dont M. Henry Poulet nous parle 
longuement dans son Ouvrage sur les Volonlaires de la Meurthe; il 
avail appartenu a Tarmee reguliere et rendit de grands services, pendant 
les guerres de la Revolution. On I’appelait c( le vieux Poincare ». 

Telle etait, du cote paternel, la fainille d’Henri Poincare. Du cote 
maternel, il ne fut pas inoins bien partage. Sa mere, originaire d’une 
famille meusienne et dont les parents habitaient Arrancy, etait une per- 
sonne tres bonne, tres active et tres intelligente. Elle consacrait tons ses 
soins a Teducation de ses deux enfants, son Ills et une fille, un peu plus 
jeune, qui devait devenir Boutroux (-). 


(^) Le nom de Poincare n’agreait pas, sernble-t-il, a notre Confrere. Il aurait 
prefer^ Pontcarre. On comprend a la grande rigueur qu^in pent soil carre, landis 
que ces deux id^es de point et de carre jurent de se voir ensemble accoupl^es. Je 
crois bien que e’est a M. Antoine Thomas que revient le merite d’avoir indique la 
veritable etymologie d’un nom aujourd’hui illustre ^ lanl de titres. Notre confrere 
de I’Academie des Inscriptions a decouvert un « Pugniquadrati 6tudiant 

a I’Universite de Paris en i4o3, et I’on a signale depuis un Jehan Poingquarr^, 
secretaire de la reine Isabeau de Baviere et du due de Bourgogne Jean sans Peur. 
<c Le mot poing^ ajoute M. Antoine Thomas, entre encore dans quelques locutions 
pittoresques ou il se combine avec des participes passes; on dit : Trapper a poings 
fermes, dormir a poings fermes, livrer pieds et poings lies. Mais on ne parle plus 
de poings carr6s. 11 en etait jadis autrement, et e’est ce qui explique le nom de 

I 

famille. » 

Dans la chanson de geste de Gajdon, par exemple, le vieux trouv^re nous montre 
un de ses heros qui 

« Hausse le poing qu’il ot gros et quarri. » 

El ailleurs il nous decrit ainsi le due Thibaud : 

cc Grant ot le cors, percreu et membre, 

Larges espaules et le pis encharne. 

La jambe droite et le pie bien lorne; 

Les bras ot Ions et les poins bien quarrez. » 

(®) C’est a Boutroux et k un camarade d’Henri Poincare, M. le general 
H. P. — II. b 



U milicii dans Icqud l« jcuti.! Ili-iiri .Man .;,4 4 . 

ceux qiiise rcnconlrciU bifn rnrfiiKiU. I..- I'ouh.u-, 

ux(!r»;« toutfi«ttvi**la m^deriup dan» m n % Ar%nn 

j\ hi Fat-uW* di- Mederini'. iMail lui Mprit iif» n..h. 

a*^nie appr^Kiail Iwnucoup el arnirillait I*-, if.»%.in% . . h w 

aouvbnl k Nancy, avrc recunnaiManrc, du ilr%oin-i„rr,i .-i .In 
reascmcnt avcc IcijiipI il cxocaii »« l.on.lr. iNni, 

ear«S sorli flani un rang brillanl dc Tl*:. «»!p rid)i. rlmH|n.-. nr n.iunn 

tail |*H8 dc rcmplir avec dbiinrlnm m lAi-hc .nn.udimiir ; d a. Iin atmi, 

adreaal 4 noire C^kimpagnie plnsiciirt t 4 ininni«ic«inin» f«iri mifrriMnlw, 
rtdativca atix protdtoict lea plua r»*em«cl» dr l*i Mrimrt.l.tgir, <r«i| 
dans cel entourage d*iiiw iHile dc d’Mn»%*rn»il#ifr*, dr polylech- 

nicii'iis, qfi’.tUail 8 ¥cotdrr IVnfanrr d’lfrnn Ftuncar.* 

fill m%% 4|iwlliti 

ualUtvUrs ihml il *is 4 i% ^l<u\ >l l*4l 

aiit 0 tir«»» Sii iiiara williitl iiir liii iiiw 

c|ui a aarliiiii«niH0it favtirii^ mm II fut r%irritirttirfil 

eaeitatpariii Irei Idl* tiitiii tVi%\mnl mwu iiial, |i«rc^^ i|ti'ii j^twiit |iiiii 
vita tiii'il iia jutrltr* II fill r«liir«I«^ « |*«f «ii|tii» 

t4rie| k In iiiita tl« il till tiatil nii't" ill 

lat vn V. I Itil** !#* lllll li »?■.-. s;:? J'li 

tittif.ttficlra lilt ttattlsaf l*itll still | tl ll fii%ail l«^t tl«* t-wli A-§§ 

tliiiil il reilfiiiiiiit Iti lirtilalitri, !lr*# i|tril 'tin lirf% li mi 

arhar? 0 \ li m* im** 4 **iH il« 0 t i*' iisi’inr" :? **- il# 

ll* livris» fc*tail giain* ^ ^ ■.^.*-■* 11 , 

U 0 *Hurt* 4 <0 4 4 ^■- I# 

* li II 01l||ii#f¥tf wilt fatllllt lllllftl sa «’l lliril'#*' li |rjfl4<4|ll 

avrr un?* |u ■■ ■■■ ' 

fimil ii atail tHtl Itwirijii, 

4*4}n04 riiHt'UM" fc 

^iir 4«' O' I V i 'I ■’ •■ C.- — f 1 4’ "ll 44* 

tf taijl > j, 5:4. | 4 

PiaSf 
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deluge, de Louis Figuier, qu’il avail lue a 6 ou 7 ans, avail ele pour lui 
une revelalion. On lui donna d’aulres Ouvrages du menie auleur. On le 
faisail iravailler alors avec un inspecleur primaire ami de sa famille, 
M. Hinzelin, qui a public des livres elemenlaires eslimes; M. Hinzelin 
ne lui donnail pas beaucoup de devoirs ecrits, mais se laissail poser des 
queslions el salisfaisait a loules les curiosiles de son eleve. C’esl ainsi 
que le jeune Henri apprit beaucoup de choses, sans que personne se 
rendil un compte precis de ce qu’il savail. Lorsqu’il enlra an lycee en 
neuvieme, au mois d’oclobre 1862, sa mere se demandail s’il pourrail 
suivre les cours; mais elle fut vile I’assuree, car son fils ful classe premier 
cl la premiere composilion et continua assez generalemenl a occuper ce 
rang dans loules les branches. 

J’ai eu sous les yeux un camel qu’elle avail precieusemenl conserve 
el od se irouvent consignees loules les notes et loules les places que son 
fils avail cues pendant cette annee de neuvieme. Un simple coup 
d’ceil, jete sur ces notes, nous montre dejd en lui un enfant au-dessus 
de la moyenne; mais elles ne font pressentir en rien ses futures aptitudes 
rnalhemadques; tout au contraire. C’estsurtout en histoire et geographie 
qu’il se distinguait alors. Le carnet se termine par une composition fran- 
Qaise oii I’on reconnait deja, bien qu’elle soil encore mal formee, I’ecri- 
ture anguleuse si caracteristique de notre Confrere. Cette composition, 
qui se recommande par des qualites de sentiment et de style bien rares 
chez un enfant de 9 ans, merite le nom de « petit chef-d’oeuvre » que lui 
avail appliqu^ le professeur. 

Notre futur Confrere avail le travail si facile qu’on ne le voyait jamais 
faire de devoirs (’)• H s’amusait franchement, riait, plaisantait, se don- 


(>) « II n’etait pas, noiisdltle g^ndral Xardel, I’ecoliermodMe qui reste pendant 
des heures assis devant sa table, le nez sur ses livres et sur ses cahiers. Combien de 
fois, en allant apres la classe, vers 5 on 6 heures, lui denaander quelques eclaircis- 
sements sur ses devoirs, obscurs pour moi, lumineux pour lui, combien de fois 
I’ai-je trouv6 dans la charabre de sa indre, allant et venant, prenant part aux 
conversations et, en apparence, occupe de toute autre chose que de faire ses 
devoirs. Et puis, tout a coup, il s’approchait de la table, et, sans s’asseoir, posant 




nail all jmi ili’ Unit m.h r»r|.t. II m- M-u«H*...t J,.,,.. ; ■ . ,,4.. 

ftnw el a'litlrcsHf. rii ilati* »'«•«« 'I*** .> , ■ ^ ,,, k, 

rail ceux mi imi Mpril avail mii- |.ari. .! hn-ri 

en fmiijiagiiie lies mnm «l«‘a jmlili. ramaraar^ n, Mi.n- >'• ■„! 

volonliero. 

Am moHienl dfs vaiami’s, >1 aHail ‘In# »*'* \ 1 . ,1 

M"'” Laiuioin, a Arraiirv.mi iiUmih* caiuiMigH**, •»«» ••«» !**» laiMiiH uii« 
emigre lib«rli dans bs iiniilifs dun grand jaidm * '••*» d.»ii» albr* ,|,- 
on jardin ijti’il «e jiromenail, en mar* haul irri* %ilr, nn iwl«»n m b maii. 
Do leinjis nil tomp, d« bnil d** re hiimi. il «ni *iifb 

sabb; ol I’lm s'apiTfovait al«ir» nn**, landi* «|h d * ».in *« n»« vr irjio*«*r, 
SH l4l« travaillail inalgrt* lui. 

II aimiit bs Ibtos*, la smiU* Com nii’il ail nn il a Uro an 
hasard dans un arbro «l il eii «*si lotnib uti •»l•rnn |.b«*r, Ilrjinis et 
temps, il n’a jamais vnulii liwr un ioul emip dn ru»il. 

La leiidresse ipi'il a^ail jimir bs aiiiitiauv im IVin{»^rli«il pasd'aimtr 
80S semblablos. II n'y n pa* 011 do lib iii do Irfro pin* aUrrUirut ifue Itti. 
Il tHait, lb imbno, duiix «•! goiilil avsw so* ramar a*b«, imipiuf* mudinli 
el cmicilianl, lan* cliwrohof k Wro valinr *a *u|briiifiir, \lai», i|i(aiid d 
a’adtgak do clinsea aiitiiuolbs il lonail imur de Inintir* raititn*. d Mi»p»* 


Piiiittt !•• mtmmM it • Wit ••• tarlir it It mmm% ilii I# 

i#i hmiUm m fimmmBi ^wr illtr pt#*#? qntlnii#'* i l##f • 

wiitail imi tmir, timi f««i|iritirtt ti II i n # il 

icliii clliliWt ri^lw it tfiit rnmm^ r int## 

niit l« itiinfit it il l« i*i #.i I# iiti 

litfutlli il Wiiit m plietr. %m^ fhtifiiwt* dm |« , 

ii^|ifiiit 4m Vim^h pitfft it 


till |iit#g iiir It m |i«»» i# I# tfil 4*^ t# 

ail liSMni, S^vail molft on ligne*. |«w** 

v.-iui»>^, >-t |« raavsTMlba intermmpMa. Apio* If 

devoir «# traavaii bit Uml 4 « mam#, #1 tti«H foil - II «»*• **» -“I*" 1 n? •' '■* 
.I.- r.Mir ut« »ie I'aMin maia, ai a*w* mel, ♦ ^ 
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rempreinte laissee dans le granit par le cheval, qui, d’un bond, avail franchi le 
torrent. On venait de ternminer et d’inaugurer la belle r.oute du Col de la Schlucht 
que suivait une ligne telegraphique. Jusqu'alors, nous n’avions vu de telegraphe 
que le long du chemln de fer. Telegraphe et cbemin de fer nous paraissaient inse- 
parables. Un telegraphe sur une route, c’etait extraordinaire, Henri trouvait cela 
tres simple, il nous expliquait le telegraphe Breguet, I’electricite el la transmission 
des depeches. . . . II avail la gaite et I’expansion d’un enfant, mais il raisonnait 
comme un homme. 

En 1867 , ayant visile rExposition universelle et acquis quelques 
notions sur la politique, il eut I’idee de fonder, dans le grand jardin 
d’Arrancy, oii il passait ses vacances en compagnie de sa sceur et d’un 
cousin de son cige, un triple gouvernement, une sorte de federation qu’il 
appelala J’rma.sfe. Geladevaitdurerplusieursannees.C’estluiquielabora 
la constitution de la Trinasie, qui distribua les ministeres, qui inventa 
des langues particuliferes pour les trois royaumes et aussi leur langue 
commune, le Trinasien. Il se trouva que, sans en avoir Pair, il s’etail 
attribue tout le pouvoir; mais il n’en abusa pas. 

L’existence de la Trinasie fut le pretexte d’une foule d’entreprises et 
de rejouissances des plus varices. Quand il y avait des representations 
de gala, c’etait toujours notre futur Confrere qui avait compose les 
drames et les comedies. C’est ainsi qu’il fit i3 ou i4 ans un drame en 
vers sur Jeanne d’Arc. 

En dehors de ces semaines de liberte, ou il jouissait de la solitude k 
deux ou trois, il y avait la grande semaine, celle oii se reunissaient, 
tantdt ici et tantdt U, tons les parents de la region. Il s’amusait fran- 
chement ces fetes oiiil ne dirigeait plus. Il jouait un r61e actif dans les 
comedies et les charades ('). Il aima aussi beaucoup la danse; il y etait 
infatigable. Comme il avait le travail facile, il etait toujours pret k 
sortir, k se promener, ks’amuser, et ses etudes n’en souffraient pas. 


(') « Le repertoire, nous dit le g^n^ral Xardel, c’etait d’abord Labiclie; plus 
tard, nous ne craigntnaes pas d’aborder celui de la Conaedie-Fran^aise avec Made- 
moiselle de la SeigU'ere. Henri faisait le Marquis, dont on disait : Il vivra cent ans 
et il naourra jeune. H61as ! il n’a realist que la fin de la prophetie. » 



X,V KUMiK IHSTIJlIlMm l» 

On a cU'jH iTnuu'(|ue jilus fnis qu’il i l.til i! i.ti! -nm 

<louU', fonuiH’ tons ct!ux <jui s«* laissftU jnii i«nnx | < itsi-f* ; » t j4 

lie rciujKVJuul pas, lorsqu’il le vtniliiil, ii«* lixei wm .lU.-uimn stu mi 
sujet (httm^S aussi iongtemps tjii'i! mVewiiirr. t m- »!*' ^ •hai.ir- 

lions huhitudles consisliiit a He pas ««voit tnn t»» li 

(h'‘jeiiiHs Uii jour, ii i'Agc «ie 7 a H aii«, t*n man liitiil 4 ,»h*> l.t riir •hi 
seau, (]ui longeail un ruisseau a clercuivrrt, rmipi* t,#! • i !« |mi *!»• prius 
ponls, il ouUHa de Iraverser eii iiidnie li'iiip# jpM* ca ii»i n* ••} mi u« ; d 
contimia son chemiii siir r»iitre rive; iiuiis. dr** «pi*il iipeirui, li !»•» 
rojoignit eti ligne droite, en plcnigfiinl dans IVaii junpi n la rpiiiiurr. 

Cost Itirwju’il iHait cn ijuiilrieine «jne so di’**iii« »« vnriilioii pour 
les Math^iualiques. A partir do ce moiiiriil, crilr xoratioii iie fii iju« 
grandir'el deviiit dr plus eit plus imperieH**' el aluutiiiaiiie. ISiiirlant 
il poursuivil jusipi’iiu bout, avec le iiidme iiicci^a, m* eludes das- 
siques, Nous iivoiw lli*dmu» le l^iiioigiiage d’liii de nen profeweiir* 
d’alors, M. de Horhe du Teilloy, Secr^laire gln^ral de I’Aiaocialioii 
atnicalf* de» aHcieii* tUi^ves de« lycies d« Nancy, Mel*, Slrasbourg el 
Oolinar. 

Qu'i! m'eit doux, ^mv«it>it dans rjnniiotVt de call# A«»t>riaiinn ifiia. de 
loner Henri Poinearl, qua j’el ai bitn eonnu et lent •••»#, qui devfiiatl man ami 
quand il toil etieore ninn ilive. Comnte Je roniprenak I’adniiratinti qn'initpirail I 
VoUaire llniiiant le J«un« Mg« Vauveiiar|we«. 

Pendant la gaerrt de 1870, alor« que, le ^lanl enlortwS dan* Pan*, Je 

fai, jU'Squ’i Plquei, cliargi d'une perlie de la lili#l»riqM» ana #!*»#• du Ije## d* 
Nancy, je ilsenfiitcnnnaiatancede Henri Puiiicare. tjuelelr** tujiriirur riunginall 
Un jour qtte je lui avala pmpuad eonime •ujel d# an bar- 

caiauri^al lettrea lei dilTIrenee* entre i'liniuine et I'eiiifuai, aptr-* lu H'U 

Irawdijeti aur de pttitt rooreiaa* d* papier de i«*i» Iwtiuai*, d me 
qudk note probabte il obtiendrail i I'eaanien ; |r lui repmidi* qut* jr im? *•»*»« wo I*" 
dire, trl* bonne ou mMioere, qne e'iiali ir«p prtonnel, Itop 
tfop fort pour un oandidat •« baeralaurrai. 
si 0tirteiii#| |i Im is pr^wtllri it m# It e#pitr ; tt tiittiftii# «# j»ii pninii 
me tenir parole, DNilleurt, tu baeealanrlai, it fit lift# Itr^ 

lurcetle queilion s • Coanment une nation peui 
fat vivement frappl. 
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Poincare fut en effet re^u, le 5 aout 1871, avec la mention bien. Sa 
composition latine fut, si nous en croyons les notes, superieure meme a 
sa dissertation frangaise; il fut bon, ou tres bon, dans toutes les parties 
de I’examen. 

Et pourtant, il avait eu, lui aussi, sa part des epreuves de I’annee 
terrible. 

Quand la guerre eclata, Henri Poincare avait 16 ans, il etait irop jeune et trop 
delicat pour s’engager; mais il etait a Nancy, en plein coeur de I’invasion, il en vit 
toute rhorreur, d’abord dans les ambulances oii il accompagnait son pere, mais 
surtout pendant un voyage qu'il fit avec sa mere et sa soeur, a travers des difficultes 
inouies, jusqu’a A,rrancy, oil la sante de ses grands-parents, ebranlee par les emo- 
tions de la guerre, appelait Poincare. Arrancy etait pres du champ de bataille 
de Saint-Privat; il fallut, pour y arriver, traverser, par un froid glacial, des villages 
incendies, vides d’habitants. Quand on eut atteint le but du voyage, on trouva la 
maison familiale d^vastee, Les Prussiens avaient tout emporte, lesobjets de valeur 
comme les objets sans valeur, I’argenterie, le linge, les provisions de toutes sortes. 
La cave, le fruitier, la basse-cour, tout avait ele saccage; et, le jour du depart des 
ennemis, M. et Launois se seraient couches sans diner si une pauvre femme 
du village, que sa misere avait preserv^e du pillage, n’etait venue, une soupiere 
pleine a la main, leur offrir de partager son pauvre repas, heureuse de leur t^moi-' 
gnersa gratitude pourles bienfaits qu'elle avait recus d’eux. Jamais HenriPoincare 
ne devait oublier ce voyage, et c’est Timpression qu’il en garda, comme la douleur 
qu’il ressentit en voyant sa ville natale occupee si longtemps par les ennemis, 
qui firent de lui Fardent patriote qu’il estreste toute sa vie. G’est pendant la guerre 
qu’il s’apprit a lui-merae Fallemand, qu’il ne savait pas, pour pouvoir lire, dans les 
seuls journaux qu'il eut a sa disposition, les nouvelleS qu’il avait le vif d4sir de 
connaitre ). 

Voici ce que nous dit k ce sujet M. de Roche du Teilloy : 

Quand je n’avais pas eu le temps de lire les journaux, je priais Poincar^ de me 
tenir au courant des nouvelles, d’|ipprecier les evenements. Quelle nettete! Quelles 
impressions justes I G’etaient de boos premiers-Paris improvises. Le sens des affaires 
politiques, du patriotisme, est inne dans la famille Poincare. 

Apres avoir passe en aout, comme nous Tavons vu, le baccalaureat 


(1) jyjme Henri-Beau dans le journal V Enfant, decembre 1912, 
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rs Icitre-s !‘oinran'' m« jirmnita, iiwi* < h n.n. ii.hi, i 1 , 

liairaliuimit «*s scifticcH. fl riiilUt, rhoM- .-Haniir. . ti.' ••Ims.-, . j iHu..- 
pour in cuiufjosition tk Matk'HinUtpH*!*. !1 pninit .jtn! . t.oi .tnnv ,-u 
retard et avail inal comprb le J^ujel. lli'ur.niM-juriil . «i .h.mI .1. p, .4 
petite ivputatHHi. « Tout autre ekve ijiie ho, dil 1.* I’r. ^idrjit dii htrx . » 
prodimuint le miiu des iiduii«si!det»,inm»i! ete l••^u'*e m < M>ijp...,liMn 

de Mathematiques. # II e»t inulik de ilire .pi’d rr!e%a l.idl.uimH iil .1 
rexauieu oral; il ful re^u avee in lueiitioii /.i. o. 

One compositioti de Miitheiniitiquef*. qui taiUil jiojif MU tM.iii\.oH 
lour a noire ( loiifivre, avail pour priueip.d ol.jrl i.» d.'iui>ii»liatioii de la 
forinuk qui fail eonnultre la woiuiie «le)* l.-i uiew de la •.me la p!u«. ..iiuple, 
luifi progression geomelrique eoiivergenle. II seiidde que |e*%. iir», duns 
le doirudiH! desqueltes il a fail plus lard de si In dlaiiles lui ursions, 
voulnient se venger par avance des viidaUoiis de tlonunle ipi’il devail 
knir inlliger. 
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Muni de ses deux baccalniireals, l*oiiirari^ eiilra dans la eiasse de 
Mathlrnaliques ^kmenlairti, ofi il coinmeiica & doniier des preuves de 
ses aptitudes cxtraordinaires. A la fin de eelle aiiike scidaire il4«i-iH7a, 
il oblint le preniier prlx de Malliem8tii|«es ^ll*•me^llaires an ilonroiiw 
general, oit il avail a se inesurer aver ks eleves de ions ks luees de 
I'Vaiiee, et «e pr/;senl8, pour faire plaisir ii son prokssmr, ^ riirole 
Forestifre, oti 11 ful reqii cleiixi^itio. 

L’anrke iutvanle,il entra en Mallkinaliqnes sjM’r tales, »»u d rc iirotiita 
deux jeunea camarade* ijui devaieiil «e faire utt tmm da«» I.1 Si'iem'e, 
Paul Appell, qui skge aujourd’bui I noire Ibirean, ri * obot,, «p»t {•»»♦> 
fe««e k IT^le Polytecbnique et a iHi' pUnieiiw kis none Lium ii. 


D4« la prtwlir# l*fea, B®BS dil M, OUob, l» w«»tt»f>t «.»* r>'*» 'I'pK 

|.crdt4 *«r las gradiaa sa|i4Htnrs cwtawie d a 101 w,.,,*.*.,.,, »• 

j»«el»e unfair# {tart d'aalarrentaal «b guis# d« esliief il« inur*, 4 •«» 

Multli; mais, Its jours iMivaBta, boms la times a»«*e siMp,q,rOM» <:• -;«••• I '}«<•» 

Itgiies me la rodm# faHille, faeilemenl r#e«»M»«ist»l,t« « .« .l? •!• «4l, I o- 
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demment, le nouvel eleve n’etail pas serieux. II fallait s'en assurer. Car enfin, il 
avail eu le premier prix au Concours genei'al, meme sur les Ijcees de Paris. A la 
sortie d’un cours, on lui delegua un vieil eleve de quatrieme annee pour lui 
demander une explication sur un point qui avail paru particulierement obscur. 
Poincare la donna immedialement, sans reflechir une minute, et parlit en laissant 
son interlocuteur et les temoins dans un tel ebahissement que Fun d’eux se 
demanda : Comment fait-il ? 

De son cote, M. Appell nous fournit I’appreciation suivante : 

Des la rentree, son intelligence se revela immedialement a son professeur Elliot, 
comme a nous ses condisciples ; il avail le don genial d’apercevoir immedialement, 
avec le detail particulier a chaque question, I’idee generale dont elle procede et la 
place qu’elle occupe dans I’ensemble. 11 avail aussi cette simplicite, cette horreur 
de Teffet, ce bon sens lorrain, cette amitie sure qiFil a conserves toule sa vie. 

A la fin de cette ’annee, Poincare eut encore le premier prix au 
Concours general de Paris et des departements (^). Il fut regu premier 
a riilcole Polytechnique. Nous avons recueilli de diverses sources des 
renseignements sur la mani^re dont il passa ses examens. 

Par pure curiosite, nous ditM. de Roche du Teilloj, j’assistai a son examenoral 
de Mathematiques; la salle, ordinairement presque vide, etait comble, spectacle 
curieux. Il parlait lenternent, s’arr^tant, fermant parfois les yeux, demandant la 
permission d’interrompre sa demonstration pour en essayer une autre dans un 
petit coin du tableau, puis s’ecriant : a Non, decidement, j’en reviens a m a pre- 
miere demonstration, plus courte et plus elegante. » Venait-il de Finventer? L’exa- 
minateur etait emerveiI16. 


(^) Ce succes surprit agreablement ses parents, car notre Confrere leur avail 
annonce que, n’ayanl ecrit qu’une page, il n’aurait aucune nomination. C'est sans 
doute a cette composition que se rapporte le propos suivanl tenu par M. Rollier : 

(c Un jour, nous dit M. de Roche du Teilloy, je dinais a Paris chez un commun 
ami avec M. Rollier, inspecteur general des sciences pour I’Enseignement secon- 
dalre. « Vous avez a Nancy, me dit-il, un eleve de Mathematiques speciales extra- 
» ordinaire. C’est moi qui ai corrige les compositions dif Concours general de 
;) MaLh6matiques; eh bieni tors m^me que Poincare eut fait des fautes de calcul, 
.) qu’il n’eCit point acheve sa copie, je Faurais encore place premier hors ligne,au- 
)) dessus des Aleves de Paris, rien que pour la fagon dont il avail pose la question. 
» Cet ^l^ve ira loin. » 

H. P. - II. c 
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temps, conelut A haute vok : Tout revient a I 

est h ooiH^ijueuee de la tiknrie ,!«* , Hilaire, r.*d|ir...|iie 
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« Fort bleu, Monskur, interrompii M, ; mail j« 

plus dkme.naire. » Poincaril se mit A rej,a,*er, mm piti, i 
clevani k table de I’eMminaieur, fare A |„i, pre,.(,i« ini-.iiH. 
tout k coup (kvekppa une aolMtion IrisoiMHinUriiji.e. 

Je .ksire que vous n« aortka pas de 1« (idmuHrm , 
M. Tissot, et presque aussikt satiifaeik,, f«i do.oke A Vt 
taires. qui klicila chakuriusement I'esamiue el tui annone 
nota maxima. 


n y a dans cos deux rdcits dos ddtails dont li, vdriid w.itora ttiix veiix 
de tous ceux tiui ont connu Poiticard. 
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orma e. Ceat U quo je lia an coiiuaiaaauci-, ju votuiia tlVliv 
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quee, il travaillait frequemment en se promenant dans les couloirs de 
TEcole. Pendant la recreation, il se joignait volontiers a la bande com- 
pacte de ses camarades de Nancy, s’accrochant au bras droit de Tun, au 
bras gauche de Tautre, poursuivant ses pensees sans presque parler, ni 
sans s’emouvoir des discussions qui, a cette epocjue de crise, devenaient 
quelquefois fort vives. 

Son inaptitude pour les exercices physiques, maniement d’arnies, 
gymnastique, etait grande. Elle etait particulierement marquee pour le 
dessin et avait failli empecher son entree a TEcole (’). A la fm de I’annee, 
ses camarades, qui I’aimaient beaucoup et connaissaient son heureux 
caractere, eurent I’idee d’organiser une exposition de ses oeuvres. Les 
jeunes gens sont sans pitie comme les enfants. Sous une etude de cheval, 
ils avaient mis -touto itrnno:; et sous une Academie touto avYjp. J’aime a 
croire que ces indications etaient inutiles (^). 

Cette faiblesse en dessin determina son echec a Texamen final de Geo- 
rnetrie et de Stereotomie. L’irnpossibilite de construire par points des 
droites a peu pres conveirgentes, peut-6tre aussi des demonstrations de 
voyantqui famenaient au but sans consideration intermediaire, indispo- 
s^rent Texaminateur, M. de la Gournerie, et valurent a I’^leve une note 
franchement mauvaise, cjui Ini fit perdre le premier rang. Le premier 
sorti de Tl^cole fut Bonnefoi, qui devait etre tue quelques annees plus 
tard dans un accident de mine. 

Poincare entra k I’Ecole des Mines en 1875. D’apres ce que nous 


(^) Le general Xardel nous rapporle, a ce sujet, ce propos que i’examinateur 
Abet Transon, ami de sa famille, avait tenu apres rexamen de Poincare ^ Nancy : 

« Nancy, disait M. Transon, presenle un candidal bien remarquable : c’est 
Poincare. Mais nous somnaes bien embarrasses. Il a un zero pour le dessin .et.le 
zero eSt eliminatoire. Pour le resie il est absolument hors de pair. S’il est re^u, il 
sera premier ; mais sera-t-il regu ? » 

(2) Toutefois, il finit par se perfectionner. J’ai vu des dessins de lui qui ne sont 
pas mal. Poincar6, qui devait 6tre pour ses enfants I’^ducateur le plus assidu, le 
plus eclaire, quittant tous ses travaux pour s'occuper de leur inslrucUon, leur dis- 
tribuait ces dessins a litre de recompense. 
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le Memoire dans lequel les deux savants collaborateurs avaient expose 
leurs resultats constituait le plus grand progres qui eut ete realise, depuis 
Euler, dans cette branche de 1 ’ Analyse. C’est par I’etude et le perfec- 


tionnement de ce travail magistral que debutait Henri Poincare. 

Dans la these qu’il presenta en 1878 a la Faculte de Paris pour obtenir 
le grade de docteur es sciences mathematiques, il s’attaquait a une ques- 
tion encore plus difficile, celle de I’integration des equations aux derivees 
partielles a un nombre quelconque de variables independantes. Le jury 
comprenait Ossian Bonnet, Bouquet et I’auteur de cette Notice. On me 
fit Thonneur de me confier I’examen du travail. 


Des le premier coup d’ceil,il me parut clair qu’il sortait de I’ordinaire 
et meritait amplement d’etre regu. II contenait certainement assez de 
resultats pour fournir matiere a plusieurs bonnes theses. Mais, il ne faut 
pas craindre de le dire, si I’onveut donner une idee precise de la maniere 
dont travaillait Poincare, bien des points demandaient des corrections ou 
des explications. Poincare dtait un intuitif. Une fois au sommet, il ne 
revenait jamais sur ses pas. Il se contentait d’avoir brise les difficulles, 
et laissait aux autres le soin de tracer les routes royales qui devaient 
conduire plus facilement au but(')- R fit bien volontiers le travail de 
correction et de deblaiement qui me paraissait necessaire. Mais il m’a 
explique depuis qu’au moment ou je le lui demandais, il avait en tMe 
bien d’autres idees; il s’occupait deja des grands problemes dont il allait 
nous presenter la solution. 

Quoi qu’il en soit, sa these se recommande par plusieurs notions nou- 
velles et importantes. J’en citerai deux seulement : celle des fonctions a 
espaces lacunaires, qui avait beaucoup frappe Hermite, et celle des 
fonctions algebroides, qui est appeUe a jouer en Analyse un r 61 e des 


plus essentiels. 




KMMti* iiififiliivi t; ifti 


Li!S ili'iix Mi’iiHiiiTS )jui* ji’ til’ll!* ill' r.i j<|ti'!i’r ilm-irtiriii im r%j.iji 
giiial ('t c*l t'liiii'iil 1 1 ' pri'Hiijji’ r it I a in liun I • i .i * < i.,n n - iii t i* 

Poiiicaiv (Hait toiil iK’!*ij;iir* jinur ri'ii<.iii;iMTM« )a \!. ,j, 

tjin'ltjiif'8 iiHiis a jii'iiii' iipri'ii >*« mimIi'HiHiii', 1<* r* il'iiinl.M- iK >,, »| 

(‘tail chargi* *iii iioiirs (l'Aiinlv}*i* a In Imiiiir <|r% «it t .kd, 

Dans la iln tiiois ciii ii I'Xi'ira li"* fmii Imnt «i 4! >» 

tnidt's, cl (111 il flit flinrgc cn ccllc lUi tdii*. ai » iiiuh«.<.r im m ojinr. 

ralogiiiue (le Vissoiil, ii »c iil rciniiri|ti(T j»4ii *«»ii »4 ihk IhtiI • ! «<.n mndur 
(hi devoir. Kii d^jiil ihi danger «jni h* iiicinn nii, si d«-««riiilii iitu,, y,) 
puits de mine, mi tine cxjdoiiioii dc gritmi nttui fmi iii ct 

HllunK! I’inceiidic. 

Qnaiid je me reporte k ccile iiniii'C jr umigc am «•«j•cln«rc« 
(pi Vile iiouHiioimait pour li* diWelopjicinenl dc* liaiilr* •‘•liidi « innliii'inn- 
ti(jU(*8 dans noire* pays, lletix gcomclrcn, mt pm plu« jciiiir* ijue 
Poincare, fiiisaient coniine lui, «l conirfl Imr gre pmi-i^irc, rtirnrniml 
de non Facnlies dc prnvince. Feiidnnt()ue Poiiirnie eimi k l *.ne«, |*«ol 
Appeil pnifesiail la Mik'niiiipin rnlioiiiiellr li Ilijiiii, I’icard einti. 
gnait I’Anaiyie inlitiilpsimide ii Toulouse. Beiibrlol. li t|ui *r* foniiiiuii 
d’inspiictcur giinih'al doiiiiaietit nulorilii dniii rilnscigncuifni nuiwiieur, 
n’avait pas vimlu ipie I’un pdl reproclier k In dr I’nri* dr w 

reeruter exclusivenitnt wn dehor* dr* Farulir* dr pruviiifr, ri on lui 
avail donmi salbfaelion. No* deux (lonfri^rrii durnit iptiiirr Pniis. Mail 
let r^gteinenl* ne peuveiil rien, l« plus loutrul, cmiifr Ir im fiir »u|i4* 
rieur el la force dc* clioie*. Ileux an* apri**, Irs irm* jmiir* grn* non* 
reveiiaient pour renter dfdlnttiveniefit aiiarhe* Jt In l‘tteulir dr I'nri*. 
PoHicart, eii particulieri etait noniiii^ innllrr dr i .oufetrnre* d* \i(»dx»p 
M conuneMcement de I’anitre icoiaire I lilult# 4111% ll 

lltilt du frfCHIfi fit rt 

tfiliiii ©II iollit il iiiceldiil k iii4r# ©fitiftrri? tiiii* li 

Gliaire de Ph/aipif matymeHtqm »•/ i'tikul tif* » , !l drve- 

nail tilidaire en ttii^itic temp* i|ue no* deux confrrrr* n 

Kirdle Picard. 


ELOGE HISTORIQUE d’hENRI POINCARE. 


XXIIi 


IV. 

Les travaux qa’il avail accomplis durant cette periode justifiaieDt un 
avancement si rapide. Ils avaient pour objet la theorie des equations 
differentielles el aux differences partielles, la iheorie generale des fonc- 
tions analytiques d’une ou de plusieurs variables, la Mecanique analy- 
tique el la Mecanique celeste, TAlgebre et la Theorie des nombres. 
Tous contenaient des resultats entierement neufs, des decouvertes analy- 
liques qui faisaient dire a un de nos mailres : <c Poincare commence 
corn me Cauchy, w 

Nous citerons, en premier lieu, un travail tout k fait original sur les 
equations differentielles, presente a I’Academie en 1880 et public dans 
le Journal de Mathernaliques pures et appliquees. 

Poincare s’y place a un point de vue tout different de celui qu’il a 
adopte dans son premier Memoire; il admet que les coefficients de 
1 equation differentiel'le sont reels, et il se propose de construire et de 
discuter la forme generale des courbes reelles qui representent les 
diverses solutions de I’equation differentielle. Le probleme ainsi ^tudie 
est analogue a celui qui se presente en Geometric analytique lorsqu’on 
veut reconnaitre la forme generale d’une courbe d’apres son equation, 
mais il est incomparablement plus difficile. Poincare fa aborde en 
commengant par examiner le cas oii Tequation differentielle est du pre- 
mier degre, c’est-a-dire oii le coefficient differentiel est le quotient de 
deux polynomes. 

Il a reconnu tout d’abord que les courbes representees par I’^quation 
differentielle sont, soil des courbes fermees, soil des spirales. Elies 
peuvent contenir trois sortes de points singuliers ; 

Les par lesquels passent deux courbes definies par Tequation; 
et deux seulement ; 

2^ Les noeuds^ oil viennent se croiser une infinite de courbes definies 
par I’equation ; 

3 ® foyers, autour desquels tournent ces courbes, en s’en rappro- 
chant sans cesse commele ferait une spirale logarithmique;, 

Jf Exceptionnellemeiit enfin, et seulement dans des cas tres particu- 
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V. 

Nous sommes oblige de passer sous silence bien d’autres recherches 
publiees pendant cette periodede jeunesse, pour aborder la partie la plus 
brillante des travaux d ’Henri Poincare, celle qui concerne les fonctions 
f uchsiennes et kleineennes. 

L Academie avail mis au concours, pour le grand prix des Sciences 
malhematiques a decerner en 1880, la question suivante : 

Perfectionner en quelque point important la iheorie des equations differen- 
tielles lineaires a une seule variable independante. 

Le prix echut a Georges Halphen qui allait devenir, pour bien peu de 
temps, helas! notre confrere. Mais Poincare avail presente au concours 
un travail oii il avail adopte la fiere devise de sa ville natale : Non 
inultus premor, 

Dans ce Memoire, qui fut retenu par la Commission et oblint la men- 
tion la plus honorable, il faisait connaltre le resultat de ses premieres 
etudes sur un probleme qu’il n’avait pas craint de se poser, malgre son 
extreme generalite : 

Integrer touLes les equations difFerentielles lineaires a coefficients algebriques. 

Il serait trop long d’indiquer par quelle suite de deductions il fut 
conduit, pour le resoudre, introduire de nouvelles transcendantes, les 
fonctions f uchsiennes et kleineennes^ dont la decouverte constitue, 
aujourd’hui encore, son litre de gloire le plus eclatant. Je me bornerai a 
donner une id^e de ces nouvelles fonctions, autant qu’on peut le faire, 
sans recourir a aucun signe math^matique. 


coefficients reels ou imagiaaires, il est toujours possible d'obtehir pour toutes 
les inconnues des series toujours cowergentes ordonnees suwant les puissances 
d^ une variable auxiliaire reelle si Vori suppose que V une des variables est repre- 
senUe par un point qui d6crit une courbe algebrique^ plus generalement si Von 
itablit une relation algebrique quelconque entre les parties reelles et les parties 
imaginaires de toutes les variables, 

H. P. - II. 
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Cette derniere proposition attend aujourd’hui encore ceux qui en 
montreront toute la fecondite. 

VI. 

Les recherches precedentes suffiraient a la gloire de plusieurs geo- 
metres, et pourtant elles ne representent qu’une faible partie de celles 
que Poincare avail produites avant d’arriver a I’lnstitut. Si je voulais 
les rappeler ici avec quelque developpement, cette seance et plusieurs 
autres ne sauraient y suffire. Je reviendrai plus loin sur les decouvertes 
relatives a la Physique mathematique et a la Mecanique celeste. En 
Analyse, je me bornerai a signaler lestravaux de Poincare sur la theorie 
des nombres, qui lui valurent rhonneur d’etre place sur les listes de la 
Section de Geometrie, alors qu’il n’avait que 27 ans; ses recherches 
d’Algebre pure sur les functions homogenes et la r^gle des signes de 
Descartes; la demonstration, faite en collaboration avec M. Emile 
Picard, du celebre theor^me de Riemann sur les functions uniformes 
de n variables ii 2.n periodes; ses etudes sur les determinants d’ordre 
infini, ou il s’est rencontre avecM. Appell, sur les functions 0 a plusieurs 
variables, sur les fonctions hyperfuchsiennes introduites par M. Emile 
Picard, sur la reduction des integrales abeliennes, sur les integrales 
irregulieres des equations lineaires, etc.; je r^serverai toutefois une 
mention speciale a un Memoire qu’Hermite pr^ferait k tons les autres, 
celui oii Poincare demontre que toute fonction meromorphe de deux 
variables s’exprime par le quotient de deux fonctions entieres. Meme 
dans ce court resume, il faut citer le travail oiiil demontre ce memorable 
resultat : 

Si Ton a une fonction analytique quelconque d’ une variable, on pent toujours 
exprimer la fonction el la variable independante par des fonctions uniformes d’une 
Iroisieme variable. 

* • ■ 

et aussi le celebre Memoire ou il ^tend aux integrales multiples la 
theorie des integrales d’une fonction d’une variable imaginaire telle 
que Cauchy I'avait creee. La generalisation de cette theorie, qui est 
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vii. 

Poiiicar 4 ne poiivait p»i ii« j»s avoir rtmarifiirr dr h Imultf v*. 
de ses 4 crili! d’aulrti auraiaiit r^clamc^ dr# ri^r««Mijirn*r», lui m-< 
detnandait rbri. Nous li? ragarditiii* lou* romiiir ir idti* furl dlV»u. 
nous, li n’a jamais chercln^ li nous drvaneer. Niil iia |»iiu%«ii jirrioit i- ^ 
vides nombreu;! que la niort illait faire ilatii la ?^rclirin df i •roitirlrt». 
Pour !e faire arriver plus viit, jumr lui iiili»aj|rr ihu* placr dans la 
Section d'Astronotiib, on lui siKnalait las appitratKUis ipir tr« ihnirifk 
par tut ddcouvertas pouvaiont avoir rn .\libaniijui' rrlr»|r 11 mniait d«i?i* 
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resolu de decerner le 21 janvier 1889, soixantieme anniversaire de sa 
naissance, un prix a une decouverte importante dans le domaine de 
1 Analyse mathematique. Ce prix devait consister en une medaille d^or 
portant 1 effigie du roi et en une somme de 2600 couronnes. Une Com- 
mission, composee de notre illustre Associe etranger K. Weierstrass, 
membre de I’Academie de Berlin, de notre maitre Charles Hermite et du 
redacteur en chef des Acta mathematica, M. Mittag-Leffler, professeur 
a 1 Universite de Stockholm, etait chargee du soin de realiser les 
intentions de Sa Majeste et de dresser un programme du prix propose. 
Elle indiqua quatre sujets differents entre lesquels pourraient choisir 
les concurrents. 

Le premier de ces sujets etait ainsi congu : 

Etant donne un systeme d’un norabre quelconque de points materiels qui s’atli- 
rent mutuellement suivant la loi de Newton, on propose, sous la supposition qu’un 
choc de deux points n’ait jamais lieu, de representer les coordonnees de chaque 
point sous forme de series procedant suivant quelque function connue du temps et 
qui convergent uniform^ment pour toute valeur reelle de la variable. 

Ge probleme, dont la solution etendra considerablement nos connaissances par 
rapport au systeme du monde, parait pouvoir 6tre resolu k Taide des nioyens analy- 
tiques que nous avons a notre disposition; on peut le supposer du moins, car 
Lejeune-Dirichlet a communique, peu de temps avant sa mort, a un geometre de 
ses amis, qu’il avait decouvert une methode pour I’integration des equations diffe- 
rentielles de la Mecanique, et qu’en appliquant cette methode, il 6tait parvenu a 
d^montrer d’une nianiere absolument rigoureuse la stabilite de notre systeme 
planetaire. Malheureusement, nous ne connaissons rien sur cette methode, si ce 
n est que la theorie des oscillations infiniment pelites parait avoir servi de point 
de depart pour sa decouverte (^). On peut pourtant supposer, presque avec certi- 
tude, que cette methode etait basee, non point sur des calculs longs et compliques, 
mais sur le developpement d’une id^e fondamentale et simple, qu’on peut, avec 
raison, esperer de retrouver par un travail perseverant et approfondi (2). 


(0 K.u.\i>ier, Geddchtnissrede auf Lejeune-Dirichlet {Abhandlungen der K. 
Akademie der Wissen&chaften zu Berlin^ i86o, p. 35). 

(2) Nous devons dire, au sujet de la seconde par tie de cet 6nonce, que, dans une 
Note communiquee le 5 avril 1888 a I’Acad^mie de Berlin, Kronecker a present^ 
quelques critiques au sujet de I’appreciation qui y est donnee sur les decouvertes 
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Theorie des tourbillons, legons professees pendant le second semestre 
1891-1892 et redigees par M. LaTOO/iTe. 

Les Oscillations electriques, legons professees pendant le premier 
semestre 1892-1893, redigees par M. Ch. Maurain. 

fllfiORIE ANALYTIQUE 1)E LA PROPAGATION DE LA CHALEUR, leQOnS pPofcSSeeS 

pendant le premier semestre 1893-1894, redigees par MM. Rouyer et 
Baire. 

Calcul des Probabilites, leQons professees ci la Sorbonne pendant le 
second semestre 1893-1894 et redigees par M. A. Quiquel. 

Theorie du potentiel newponien, lecons professees pendant le premier 
semestre 1894-1895, redigees par MM. Edouard Le Roy et Georges 
Vincent. 

Electricite et Optique. La lumiere et les theories Mectrodynami- 
ques., legons professees en 1899 et redigees par MM. J. Blondin&lE. 
Neculcda. 

Tl n etait pas dans la nature de I’esprit de Poincare de faire comme 
beaucoup de ses collegues de la Sorbonne, et de publier lui-ip^me ses 
cours en les amenant au plus haut degre de perfection. On doit done 
savoir beaucoup de gre a {’Association amicale des eleves et des anciens 
eleves de la F aculte des Sciences du soin qu’elle a pris de recueillir et 
de publier presque toutes les lecons de notre Confrere. Elle a ainsi rendu 
un service inappreciable aux hautes etudes scientifiques. Poincare corri- 
geait, sans doute, les epreuves de ces publications. En tout cas, il ajoutait 
frequemment des prefaces pleines de sens et d’esprit, qui meriteront d’etre 
touj ours lues. 

L’une d’elles pourlant, celle qu’il plaga en tete des deux Volumes 
intitules Electricite et Optique, lui valut de bien vives critiques de la part 
de notre rnaitre commun, Joseph Bertrand. Poincare, en parlant .de 
I’oeuvre geniale de Maxwell, y avait emis quelques appreciations qui se 
trouvaient en contradiction complete avec les idees les plus enracinees, 
si j’ose dire, de Bertrand. Abordant la grande question des explications 
Inecaniques de I’Univers, il affirmait, en s’appuyant sur des considera- 
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qui se fait. Ea admettant que cette demarcation entre la science qui se 
fait et celle qui est faite n'ait pas quelque chose de pueril, rien n’est 
moins juste que cette opinion, surtout si on la prend dans son sens le 
plus litteral. Les cours de nos Universites einbrassent toule la science, 
celle qui est faite et celle qui se fait. Poincare, comme d’autres profes- 
seurs que je pourrais citer, ne negligeait certes pas les travaux deja 
publies qui se rapportaient au sujet de ses legons. Mais ses cours etaient 
originaux et contenaient toujours une bonne part de ses decouvertes 
personnelles. Et cedes de ces decouvertes qui ne pouvaient entrer dans 
son enseignement de Physique mathematique, il les a exposees dans des 
Memoires originaux qui ne le cedent en rien a ses plus beaux ecrits de 
Mathematiques pures. 

Pourquoi d’ailleurs insister sur cette distinction entre la Physique 
mathematique et les Mathematiques pures? Les plus grands succes des 
mathematiciens dans leur domaine propre ne sont-ils pas dus leur 
6tude des problemes que leur propose rexperience? II convient de rap- 
peler ici les paroles de Fun de mes illustres predecesseurs : 

L’etude approfondie de la nature, a dit Joseph Fourier, est la source la plus fl- 
conde des decouvertes mathematiques. Non seulement, cette etude, en offrant aux 
recherches un but determine, a I’avantage d’exclure les questions vagues et les 
calculs sans issue; elle est encore un moyen assure de former I’Analyse elle-meme 
et d’en decouvrir les elements qu’il importe le plus de connaitre et que cette 
science doit toujours conserver. Ces elements fondamentaux sont ceux qui se 
reproduisent dans t<ms les elFets naturels. 

Le developpement de I’Analyse moderne a confirme et mis dans tout 
leur jour ces idees penetrantes de Fourier. Le plus illustre emule de 
Cauchy, Bernhard Riemann, lorsqu’il a voulu penetrer la nature et les 
proprietes des fonctions algebriques', a emprunte a la Physique mathe- 
matique un postulat auquel on peut donner la forme suivante : Btant 
donnee une plaque plane homo^ene^ il est toujours possible de trouver 
pour elle un equilibre de temperature dans lequelchaque point du con- 
tour de la plaque prend une temperature donnie a priori. 

Pour etahlir cette proposition, qu’un physicien pourrait 6tre tente 
de verifier par [’experience, Riemann s’etait contente d’un raisonnement 
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seconde, qui seule nous interesse ici. On sail determiner enbloc toutes 
les surfaces d’aire minima; mais, si Ton veut obtenir en particulier celle 
d’entre elles qui passe par un contour donne, on se heurte a des diffi- 
cultes qui n’ont pu etre levees jusqu’ici que dans des cas tres speciaux. 
Supposons pourtant que ces difficultes aient ete surmontees et que I’on 
connaisse la surface minima passant par le contour donne. Pour resoudre 
le probleme pose par Lagrange, il faudra rechercher si la surface ob tenue 
a une aire reellemenl plus petite que toute autre surface infiniment 
voisine passant par le meme contour. Pour les lignes geodesiques, le 
probleme correspondant avait ete resolu par Jacobi; mais, pour les 
surfaces minima, c’est M. H.-A. Schwarz qui, en i 885 , dans un admi- 
rable Memoire, digne hommage offert a Weierslrass a I’occasion de son 
70® anniversaire, I’a, le premier, aborde et resolu. 

Quand elles sont posees par la nature des choses, les questions les plus 
diverses en apparence se trouvent liees souvent par des rapports etroits. 
En meme temps que le probleme qu’il s’etait propose, M. Schwarz avait 
implicitement resolu le suivant : Une membrane, tendue sur une courbe 
plane, se metk vibrer : determiner le son fondamental, c’esl-i-dire celui 
qui se produit lorsque la membrane vibrante ne presente ni noeud, ni 
ligne nodale. M. Emile Picard, qui s’occupait depuis longtemps, nous 
I’avons deja dit, de toutes les equations de la Physique mathdmatiquej 
montra comment on pouvait determiner le premier harmonique de la 
membrane, celui qui suit le son fondamental. Poincare, dans des travaux 
qui eurent pour couronnement un grand Memoire Sur les equations de 
la Physique mathimatique, insere en 1 894 aux Rendiconli de Palermo, 
entrap son tour dans la lice et determina, par une analyse de grande 
portee, tons les sons que pent rendre la merabi’ane. Son Memoire est, au 
jugement de tons, un des plus beaux qu’il ait ecrits. Si on le rapproche 
de celui qu’il publia I’annde suivante dans les Acta mathematica {La 
mdthode de Neumann et le probUme de Dirichlet), on doit recon- 
nailre que ces beaux travaux ont prepare la memorable decouverte de 
M. Fredholm, relative aux equations integrales, en demontrant I’avan- 
tage qu’il y a ^ introduire un parametre X par rapport auquel la solution 
p)euts’exprimer par une function meromorphe, en mettant en evidence le 
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methodes geometriques. II comprenait mieux que personne Futilite 
qu’il y a pour I’experimentateur a avoir aupres de lui un malhema- 
ticien, un conseiller discret, pour I’aider k interpreter ses experiences 
et k demeler les resultats, souvent tres complexes, qu’elles four- 
nissent. 

Jamais ce role de conseiller et de critique n’a pu etre plus utile qu’en 
ce moment ou la Physique experimentale traverse une crise profonde 
dans laquelle viennent sombrer les principes quiparaissaient le mieux 
etablis. Nous sommes loin dSs atomes insecables d’Epicure et de Lucrece; 
et nos theories modernes n’ont rien trouve de mieux que de faire de 
I’atome un univers semblable a celui qui a etedecrit par Newton ('). 
Dans cette periode de transition, gardons-nous d’etre trop exigeants. 
Sans aller peut-etre aussi loin que Poincare, qui considerait les hypo- 
theses comme des outils et admettait volontiers des theories contradic- 
toires, ne renouvelons pas I’erreur qu’ont commise quelques-uns de nos 
grands chimistes, en rejetant, souspretexte qu’ellecontenaitdeslacunes. 


(^) Ges theories nous rappellent invinciblement le celebre passage des Pensees 
de Pascal : Qu’est-ce qu’un homme dans Tinfini? Mais, pour lui presenter un autre 
prodige aussi etonnant, qu’il recherche dans ce qu’il connait les choses les plus 
delicates. Qu’un ciron lui offre, dans la petilesse de son corps, des parties incom- 
parablement plus petites, des jambes avec des jointures, des veines dans ces 
jambes, du sang dans ces'veines, des humeurs dans ce sang, des gouttes dans ces 
humeurs, des vapeurs dans ces gouttes; que, divisant encore ces dernieres choses, 
il 6puise ses forces en ces conceptions, et que le dernier objet oh il peut arriver 
soit maintenant celui de notre discours; il pensera peut-^tre que c’est la Textr^rae 
petitesse de la nature. Je veux lui faire voir la-dedans un abtme nouveau. Je lui 
veux peindre, non seulemeut I’univers visible, mais I’immensite qii’on peut conce- 
voir de la nature, dans renceinte de ce raccourci d’atome. Qu’il y voie une infinite 
d’univers, dont chacun a son firmament, ses planetes, sa terre, en la meme propor- 
tion que le monde visible; dans cette terre, des animaux, et enfin des cirons, dans 
lesquels il retrouvera ce que les premiers ontdonae; et trouvant encore dans les 
autres la m^me chose, sans fin et sans repos; qu’il se perde dans ces merveilles, 
aussi etonnantes dans leur petitesse que les autres par leur etendue; car qui n’admi- 
rera que noire corps, qui tantdt n’etait pas perceptible dans Tunivers, imperceptible 
lui-m^me dans le sein du tout, soit a present un colosse, un monde, ou plut6t un 
tout, a I’egard du neant ou Ton ne peut arriver. 
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premier, a montre que ces contradictions s’expliquaient par Famortis- 
sement des ondes. Le role de cet amortissement est d’ailleurs capital 
dans la theorie de la telegraphic sans fil. 

Citons encore, a propos des ondes hertziennes, une Note des Comptes 
rendus ou, 1 un des premiers tout au moins, notre Confrere a introduit 
la notion du pptejitiel retarde, 

Les Conferences qu’il a donnees a FEcole de Telegraphie nous inon~ 
trent egalement combien il se tenait pres de Fexperience, et quels services 
il a rendus aux praticiens. 

L equation, dite des telegraphistes^ nous fait connaitre, comme on 
sait, les lois de la propagation d’une perturbation electrique dans un fil. 
Poincare integre cette equation par une methode generate qui pcut s"ap- 
pliquer a un grand nornbre de questions analogues. Le resultat varie 
suivant la nature du recepteur place sur la ligne, ce qui se traduit mathe- 
matiquement par un cliangement dans les equations aux limites, mais la 
meme methode permet de traiter lous les cas. 

Dans une seconde serie de Conferences, Poincare a etudie le recepteur 
telephonique ; un point qu’il a mis particulierement en evidence, c’est le 
role des courants de Foucault dans la masse de Faimant. 

Enfin, dans une iroisieme serie de Conferences, il a traite les diverses 
questions mathematiques relatives k la telegraphie sans fil : emission, 
champ en un point eloigne ou rapproche, diffraction, reception, reso- 
nance, ondes dirigees, ondes entretenues (^). 

Le cours que notre Confrere avait fait en 1898 sur la th6orie cinetique 
des gaz n’a pas ete pubiie; mais il a ecrit, dans la Revue gendrale des 
Sciences du regrette Louis Olivier et dans le Journal de Physique^ 
plusieurs Articles de haut interet sur ce sujet. Il y examine et y refute 
certaines objections que Lord Kelvin avait faites au th^oreme de Boltz- 
mann-Maxwell et cherche a concilier cette theorie avec Firreversibilite 
des phenomenes, ce qui est la grande difficulte. Pour eclaircir la question, 
il examine ce qui se passe dans diflFerentes hypotheses plus ou moins 


(^) Ces Conferences ont ete publiees dans la collection des cours de T^icole et 
U Eclair age electrique. 

H. P. -- n. f 
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ordre de recherches appele a transformer completement notre connais- 
sance de la Nature, c’est a la suite de la lecture d’un Article de la Revue 
generale des Sciences, ou Poincare se demandait s’il n’y aurait pas un 
lien entre la phosphorescence et les rayons X et s’il ne conviendrait pas 
de faire des experiences sur les corps fluorescents ('). 


XL 

Jusqu’a la fin de sa vie, notre Confrere a poursuivi, sans se lasser, ce 
r61e de directeur et de conseiller qu’il avait assume en Physique theo- 
rique. Un de ses derniers Articles, date de janvier 1912, est consacre a 
la theorie des Quanta, cette originale conception de M. Planck, quinous 
eloigne si profondement de toutes celles auxquellesnous etions habitues. 
Et cependant, malgre leur nombre et leur etendue, ces recherches de 
Physique ne suffisaient pas ft I’occuper tout en tier. Elies lui laissaientdes 
loisirs, parait-il; car, entre temps, il publiait les travaux les plus varies 
sur les diverses branches de I’Analyse : par exemple, sur I’integration 
algebrique des equations differentielles, sur les nombres complexes, sur 
la distribution des nombres premiers. II n’a pas consacre moins de six 
M6moires a ce qu’il appelait V Analysis situs ou Geometriede situation. 
C’est une branche tres difficile dela science matheraatique, C)ii Ton etudie 
les relations qui subsistent dans une figure lorsqu’on la deforme d’une 
maniere quelconque sans lui imposer ni dechirure ni duplicature. On 
sail le magnifique usage que Riemann a fait de V Analysis situs dans ses 
travaux sur les fonctions algebriques. Poincare, qui y avait ete conduit 
par ses etudes sur I’integration qualitative des equations differentielles, (*) 


(*) Get Article est du 3o janvier 1896. Voici le passage auquel on fait allusion : 

c( Ainsi c’est le verre qui enaet les rayons Rontgen et il les emet en devenant 
fluorescent. Ne peut-on alors se demander si tous les corps dont la fluorescence 
est sufflsamraent intense n’emettent pas, outre les rayons lumineux, des rayons X 
de Rontgen, quelle que soit la cause de leur fluorescence? Les phenom^nes ne 
seraient plus lies a une cause 6lectrique. Cela n’est pas probable, naais cela est 
possible, et sans doute assez facile a verifier. )) 
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Jacobi, suivantla voie ouverte en Mecaniqueanalytique par Lagrange, 
dont on ne louera jamais assez les immortels travaux, avail constitue 
une theorie qui paraissait un des Chapitres les plus acheves de la Dyna- 
mique. Pendant 5o ans, nous avons vecu sur les theoremes de I’illustre 
geometre allemand, en les appliquant et les etudiant sous toutes leurs 
faces, mais sans rien leur ajouter d’essentiel. C^est Poincare qui, le 
premier, a brise ces cadres rigides dans lesquels la theorie paraissait 
enfermee et lui a menage des echappees de vue, de nouvelles fenMres sur 
le monde exterieur. II introduit ou utilise, dans I’etude des problemes de 
Dynamique, differentes notions : I’line, qui avail ete donnee anterieure- 
ment et qui, d’ailleurs, ne s’applique pas seulementala Mecanique, celle 
des equations aux variations, c’est-a-dire des equations differentielles 
lineaires qui determinent les solutions du probleme infiniment voisines 
d’une solution donnee; I’autre, celle des invariants int4graux, qui lui 
appartient entierement et joue dans ces recherches un rdle capital (').A 
ces notions fondamentales viennent s’en ajouter d’autres, notamment 
celles qui concernent les solutions, dites’ « periodiques », pour lesquelles 
les corps dont on etudie le mouvement reprennent, au bout d’un certain 
temps, leurs positions et leurs vitesses relatives. 

Ce qui nous rend ces solutions si precieuses, nous dit Poincar^, c’est qu’elles 
sont, pour ainsi dire, la seule breche par ou nous puissions penelrer dans une 
place jusqu’ici reputee inabordable. 

Lagrange nous avail deja fait connaitre, pour le probleme des trois 
corps, une solution de ce genre, dans laquelle le triangle forme par les 
trois corps demeure toujours sernblable a lui-meme, et cette solution 
avail ete etudiee par Laplace au Livre X de la Mecanique celeste. Un 
astronome americain de grande valeur, M. Hill, en avail signale une 
autre qui a une plus grande importance pratique, puisqu’elle s’applique 
au systeme forme par le Soleil, la Terre et la Lune (-) . Poincare demontre 


(^) Liouville et Boltzmann avaient deja reconriu Inexistence d’uu invariant integral 
particulier, mais sans s’elever a aucune theorie generale. 
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1 on vent etudier 1 importante question de la stabilite dusysteme solaire. 
Lagrange, Laplace, P oisson avaient envisage ce probleme en purs mathe- 
maticiens : ils supposaient que les astres fussent reduits a des points, se 
deplaQant dans un milieu vide de toute matiere. Poincare, qui compre- 
nait mieux que personae I’interet philosophique de cette belle recherche, 
sen est occupe toute sa vie; mais il a reconnu que, pour resoudre le 
probleme de la stabilite, tel que I’Univers nous le presente, il fautse placer 
au point de vue du physicien et tenir compte de bien des elements 
qu’avaient negliges les geometres. Dans cette discussion, Delaunay I’a 
montre le premier, Finfluence des marees produites par les actions 
mutuelles des corps celestes joue un rdle preponderant. On pourra lire 
li-dessus une Notice des plus interessantes, inseree en 1898 par notre 
Confrere dans VAnnuaire du Bureau des Longitudes. 

Ce travail sur les marees me suggere une remarque singuliere, qui 
mettra toutefois en evidence I’universalite des aptitudes de notre Con- 
frere. Notre division mathematique comprend, comme vous le savez, 
cinq sections : Geometric, Mecanique, Astronomic, Physique, Geogra- 
phic et Navigation. Il avail auparavant tons les litres pour figurer dans 
les quatre premieres. Son travail sur les marees venait lui donner des 
droits h entrer dans la cinquieme. 


XIII. 

Les lecons sur les figures d’equilibre d' une masse fiuide, que Poin- 
care a professees en 1900 et qui ont ete redigees par M. L. Dreyfus, 
contiennent 1 expose des recherches qu’il avail commencees quinze ans 
auparavant sui 1 equilibre d une masse fluide, animee d^un mouvement 
uniforme de rotation autour d un axe, el donl les molecules s^attirent 
mutuellement suivant la loi de Newton. Parmi toutes les decouvertes 
de Poincare, celles qui se rapportent 4 cette belle question sont peul-6tre 
les plus populaires. Elies Font conduit, en effet, k des resultats precis, 
d^finitifs, bien propres a exciter I’admiration de tous ceux, et ils sont 
nombreux, qui s’intkressentk I’Astronomie. 

Le probleme etait pose depuis Newton. On est conduit a en chercher 
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On reconnait d’abord que les diverses figures d’equilibre d’une masse fluide 
forment des series lineaires; dans une meme serie, ces figures dependent d’un para- 
metre variable. Telles sont la serie des ellipsoi'des de revolution et celle des ellip- 
soi'des de Jacobi. Mais il peut arriver qu’une meme figure appartienne a la fois 
a deux series differentes. G’est alors uxxe figure d’equilibre de bifurcation. 

A cbaque figure ^est attachee une suite infinie de coefficients que j’appelle 
coefficients de stabiLite., parce que la condition de la stabilite, c’est qu’ils soient 
tons positifs. Quand un de ces coefficients s annule, c’est que la figure correspon- 
dante est de bifurcation. 

Ainsi, si, en suivant une serie de figures d’equiiibre, on voit s’annuler un des 
coefficients de stabilite, on saura qu’il existe une autre serie de formes d’equilibre 
a laquelle appartient la figure de bifurcation. 

Un autre resultat, c^est que les deux series lineaires, dont cette figure fait partie, 
echangent leur stabilite. Si, en suivant I’une des series, on ne rencontre que des equi- 
libres stables jusqu’a la figure de bifurcation, on n’j trouvera plus ensuite que des 


est intitule : Henri Poincar6, Analyse de ses tra<^aux scientifiques. Void quelques 
renseignements sur la genese de cet Ouvrage. 

La Notice que Poincare a consacree a Halphen, une des plus belles et des plus 
touchantes qu il ait ecrites, se termine par les lignes suivantes : 

cc Les Notices scientifiques que publient lescandidats a I’Academie ne sont d'ordL 
nail e que de seches nomenclatures, et les Acaderniciens ne les lisent que par devoir. 
Celle d Halphen, je ne Grains pas de le dire, est ecrite avec autant d’esprit que de 
logique, et sa lecture a ete un plaisir, meme pour les savants adonn6s a des etudes 
tres differentes. » 

Ces eloges que Poincare donne id a Halphen sont certes bien merites. Mais c’est 
a lui-meme qu il aurait du aussi les adresser. Car c’est lui, mes souvenirs sur ce 
point sont bien precis, qui a pris, des i884j Tinitiative de faire preceder la liste 
de ses travaiix d’apergus generaux sur leur classification et sur le but m^me qu’il 
avait voulu atteindre. L’exemple qu'il avait donne a ete suivi par Halphen, et par 
d’autres encore. 

11 y a une dizaine d’annees, M. Mittag-Leffler avait eu I’idde de demander a 
quelques savants des Notices t^crites par eux-m^mes sur leurs travaux et sur les idees 
generales qui les avaient guides dans leurs recherches. Poincare repondita I’appel 
qui lui etait ainsi adresse en remaniant son ancienne Notice de candidature, et 
c est son manuscrit qu’a public M, Mittag-Leffler. Ce sera un predeux document 
pour I’Histoire des Sciences. 

H. P. II. 


g 


■ , 

, , , ^ ^ "^^'1 I 11 

* «• piiumMu, rt,,„„ ■ ■ 

"■• ■".wn.M. „ ’ ■' '"; - : 



.. ..» .iiip„„,. » ,1“. " ^“:’ I 

«« 1. pi.. „ ,,1.. J.,„ „ 7' * '• ■'”■■’■•'■“ l« — ... .. r,,.. 



hjp#tj||,|§ pit 4 § 44 §mlm mm m- 

otmm dt triniitioii I ^ ti« In pr^itintriittn ilt* 

“ '• m.jr r:': ,r »•... 

<>» |MM r.i„ d, e, , 

i...r d,„.i« “■ '"“'•■I 

d^rTi ™ ‘‘ *"”••“• •"nt'wd™ t* '** '■ > 

■C“ir.‘d"'t‘‘r *" "• “«• •'• rr ’»• •' !•«' 

“■ ‘I'l"™'" ol.»r«... 


■ 1;-’' 


: 


XIV., 


Pour terminer cette anitljg@ ^q„ 

j. dol, Mcoro parier de ' "f 

■** “'=““<!» WitioB, D, tout t.„, , n ■ ■ 

( ) Idiin d’eux se rapproohe de oteTArTr'^r'’'^^ 
forme de pointe. ^ *** ® ^ “ne *f4»we, J’ature j 


ELOGE HISTORIQUE d’hENRI POINCARE. LI 

est imperieux, et lorsqu’il ne peut parvenir a une connaissance certaine 
par la methode scientifique, il s’elance en quelque ?orte vers la verite, il 
essaye de la deviner, il imagine des hypotheses plus ou xnoins plausibles 
pour penetrer dans le domaine qu’il ne pent coriquerir par des procedes 
reguliers. C’est ce qui explique le succes qu’ont toujours obtenu aupres 
de la foule les conjectures sur la maniere dorit I’Univers a etc forme. Le 
role du savant, quand il aborde ce genre de considerations, consiste a 
examiner les theories, proposees souvent par des reveurs ; a rechercher 
jusqu a quel point elles sont d accord avec leslois de la JVIecanique gene- 
rale; a essayer, s'il se peut, de les modifier de maniere a etablir cet accord. 
Tel est le point de vue auquel se place Poincare. 

Parmi les hypotheses sans nornbre qui ont ete successivenient presen- 
tees, il faut placer au premier rang celle que Laplace a fait connaitre, 
des 1796, dans V Exposition du Systeme da Monde.Voino^Te en discute 
tous les points avec une penetration et une precision admirables, en 
s’aidant des resultats qu’il a obtenus dans la theorie des figures d’equi- 
libre et dans celle des marges. Malgre quelques difficultes, fhypothese 
de Laplace demeure victorieuse ; elle s’imposerait m^me, dans ses grandes 
lignes tout au moins, si notre systeme solaire constituait k lui seul tout 
rUnivers. Mais depuis Laplace, nos connaissancesastronomiques sesont 
prodigieusement agrandies. De son temps, une etoile dans le ciel n’etait 
qu’un point sur la sphere celeste; ses deux coordonnees, et sa parallaxe 
quand on pouvait la determiner, c’est-^-dire trois constantes au plus 
pour chaque astre, voila tout ce que nous donnait Tobservation. G’etait 
I’epoque de I’Astronomie mathematique, qui a permis tout de memede 
belles decouvertes et qui a pu nous renseigner notamment sur le depla- 
cenient propre de notre systeme solaire. Mais aujourd’hui, gr^ce a 
I’Analyse spectrale, ce ne sont plus deux ou trois constantes, c’est toute 
une fonction definissantle spectre del’etoile, que nous permetd’atteindre 
I’observation. A c6te de i’Asti'onomie de position est venue se placer 
rAstronomie physique, qui noifs donne les renseignements les plus 
precieux sur la constitution chimique, la composition mineralogique des 
^toiles et des nebuleuses ; sur les etoiles multiples, colorees et variables ; 
sur leur deplacement dans le ciel, sur leurs mouvements en profondeur. 
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postulatum d’Euclide relalif a la theorie des paralleles, pour essayer de 
le demontrer. On n’ignore pas les tentatives infructueusesde Legendre; 
on connait naoins celles de Lagrange, mais Biot nous donne a leur egard 
le renseignement suivant (’) : 

Lngrange, dit-il, lira un jour desa poche un papier qu’il lut a I’Academie etqui 
contenait une demonstration du fameux postulatum d’Enclide relatif a la theorie 
des paralleles. Cette demonstration reposait sur un paralogisme evident, qui parut 
tel a tout le monde, et probablement Lagrange lereconnutpendant sa lecture; car, 
lorsqu’il eut fini, il mil le papier dans sa poche et n’en parla plus. Un instant de 
silence universel suivit, et I’on passa a d’autres sujets . 

Ce passage de Biot, un autre de Laplace dans V Exposition du Systeme 
du Monde^ nous montrent qu’au commencement du siecle dernier les 
geometres frangais croyaient i la possibilite d’une demonstration du 
fameux postulatum d’Euclide. II n’y avait cette epoque en Europe que 
I’illustre Gauss, qui Mt en possession de la verite. Ses meditations 
I’avaient conduit k cette conclusion qu’en supprimant le postulatum 
d’Euclide et conservant les autres axiomes, on est conduit a une geo- 
metrie qui peut se developper indefmiment sans presenter de contradic- 
tion. Gauss n’a rien public de ses idees; mais elles devaient ^tre 
retrouvees d’une maniere independante, et presque simultanement, 
vers i83o, par deux geometres d'origine bien differente, le Russe 
Lobatschefsky et le Hongrois Bolyai. Riernann devait venir plus tard 
creer une geometric nouvelle, & c6te de cede d’Euclide et de Gauss. II 
a eu de noinbreux imitateurs, et nous comptons aujourd’huiune foulede 
geometries differentes, tout aussi coherentes les unes que les autres. Ces 
decouvertes des geometres ont beaucoup contribue a former, je n’ose 
dire, k rectifier les theories des philosophes relatives a I’origine et a la 
formation de nos connaissances. Mais au temps de ma jeunesse, elles 
^taient encore combattues et contestees. Un savant modeste, Jules Hoiiel, 
dont I’amitie m’honora et dont je conserve precieusement le souvenir, a 
beaucoup contribue a les faire connaitre et a les repandre dans notre 


(‘) Biot, Melanges scientijiques et litteraires, t. II, p. 268. 


14? 




|*ays. D'aulre {»arl, Beltruii.i, .jui li*s iniru.I.MMf .-.i , 



avaieut irouve ua precurseur ilwas In p,.r>Hnn.* s.,, , },, ). 
HU Win siecle, aiais (ju elles iTticoiititiinit t!«‘ 

map tie ri^poacire aiix ol.jecticiiis fi, m»i,in,ni m,.. M.tl.., ,-. 
•pAfVv, oi’j la (J^om^tne non eiicliaifiim- s*!* Uonw m ,|ii. 

par les proprieu^ des giWli-Mipir^. 1.;, , 

lopi(pi<'; car la surface de Hcltrami a dw limit***. i i, rn i „ ..n 
euclidieriac, le plan ct la ligricdroiu* nVn oni p,i«». 

C'esi M. F<Mix Klein ipii fit .iisparidtre rr. 

Irani, dans un beau Miunoire, .pi’une jji-onn-trie iuvroi.-.* pn 
(*ayley, el dans latptelle o’est nne coniipie, app,*!,'.,. ,, 

les £-16 men is de tonics les mesures et pcrniit, cn pmiuidin. 
a c isiance de deux points, domic la represen tut ion In plus i, 
plus ad4t|uate, de la (14om6tric non euelidiiMine. 

B’autre part, una tea 


Hull II jr* 

iit pfmi mmmUrik mt mu^ 

propdriiiiiiji^jj^ I jp ^ 


ELOGE HISTORIQUE d'hENRI POINCARE. 


LV 


Je supposerai de plus que, dans ce monde, Ions ies corps aienl le meme coeffi- 
cient de dilatation, de telle facon que la longueur d’une regie quelconque soit pro- 
portionnelle a sa temperature absolue. 

Je supposerai enfin qu’un objet transporte d’un point a un autre dont la tempe- 
rature est differente se met immediatement en equilibre calorifique avec son nouveau 
milieu. 

Rien, dans ces hypotheses, n’est contradictoire ou inimaginable. Un objet mobile 
deviendra alors de plus en plus petit a mesure qu’on se rapprochera de la sphere 
limite. 

Observons d’abord qne, si ce monde est limite au point de vue de notre geome- 
trie habituelle, il paraitra infini a ses habitants. 

Quand ceux-ci, en efFet, veulent se rapprocher de la sphere limite, ils se refroi- 
dissent et deviennent de plus en plus petils. Les pas qu’ils font sont done aussi de 
plus en plus petits; de sorte qu’ils ne peuvent jamais atteindre la sphere limite. 

Je ferai encore une autre hypothese, je supposerai que la lumiere traverse des 
milieux diversement refringents, et de telle sorte que Tindice de refraction soit 
inversement proportionnel a II est aise de voir que, dans ces conditions, 

les rayons lumineux ne seraient pas rectilignes, mais circulaires. 

Dans le milieu ainsi imagine par Poincare, les etres fictifs dont il 
nous parle, s’ils faisaient de la g^ometrie, adopteraient la Geometrie 
non euclidienne. Les lignes droites, les rayons lumineux de la Geo- 
metrie ordinaire, seraient remplaces par des cercles orthogonaux a la 
sphere limite, les plans par des spheres orthogonales a cette meme 
sphere. 

Ces constatations conduisirent Poincare a rMechir sur les bases de la 
Geometrie et sur les axiomes qu^elle emploie. Pour lui, les axiomes ne 
sont pas autre chose que des conventions, je prefererais dire des defini- 
tions plus ou moins completes, des elements ideaux que notre ima- 
gination construit en s’appuyant sur Texperience. 

Les demonstrations que nous venons de rappeler montraient avec la 
derniere evidence qu’on peut ramener, I’uae a I’autre, les deux Geome- 
tries euclidienne et non euclidienne, et qu’il ne peut se reveler dans le 
developpement de Tune d’elles aucune contradiction qui n’existe aussi 
dans I’autre. Mais alors surgissait necessairement une autre question. 
Puisque nous employons en geometrie des elements qui, bien que sug- 
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nouvelle; elle aura I’a vantage de vous eclairer sur la genese de sa plus 
belle decouverte. 

Depuis quiiize jours, nous dit-il, je m’efForcais de deniontrer qu'il ne pouvait 
exister aucune fonction analogue a ce que j’ai appele depuis les fonctions 
f uchsiennes ; alors fort ignorant. Tons les jours, je m’assejais a ma table de 
travail, j’y passais une heure ou deux: j’essayais un grand nombre de combinaisons 
et je n’arrivais a aucun resultat. Un soir, je pris du cafe noir, contrairement a mon 
habitude; je ne pus m’endormir, les idees siirgissaient en foule; je les sentais comme 
se heurter, jusqu’a ce que deux d’entre elles s’accrochassent, pour ainsi dire, 
pour former une combinaison stable. Le matin, j’avais etabli I’existence 
d’une classe de fonctions fuchsiennes, celles qui derivent de la serie 
hypergeometrique. Je n’eus plus qu’a rediger les resultats, ce qui me pritquelques 
heures. 

Je voulus ensuite representer ces fonctions pai' le quotient des deux series; cette 
idee fut parfaitement consciente et reflechie; I’analogie avec les fonctions elliptiques 
me guidait. Je me demandai quelles devaient ^tre les proprietes de ces series si 
elles existaient, et j’arrivai sans difficulte a former les series que j’ai appelees 
thetafiichsiennes. 

A ce moment, je quittai Caen, que j’habitais alors, pour prendre part a une 
course geologique entreprise par PEcole des Mines. Les peripeties du voyage me 
firenl oublier mes travaux mathematiques ; arrives a Coutances, nous montlncies 
dans un omnibus pour je ne sais quelle promenade. Au moment oti je mettais le 
pled sur le marchepied, I’idee me vint, sans que rien dans mes pensees ant^rieures 
parut m’y avoir prepare, que les transformations dont j’avais fait usage pour d^finir 
les fonctions fuchsiennes etaient identiques a celles de la Geometric non euclidienne. 
Je ne fis pas la verification, je n’en aurais pas eu le temps, puisque k peine dans 
I’omnibus je repris la conversation commencee; mais j’eus tout de suite uneentiere 
certitude. De retour a Caen, je verifiai le resultat a tete reposee pour I’acquit de 
ma conscience. 

Je me mis alors a etudier des questions d’arithmetique sans grand resultat 
apparent et sans soupgonner que cela put avoir le moindre rapport avec mes 
etudes anterieures. Degoute de mon insucces, j’allai passer quelques jours au 
bord de la mer et je pensai a autre chose. Un jour, en me promenant sur la falaise, 
I’id^e me vint, toujours avec le meme caractere de brievete, de soudainele et de 
certitude inimediate, que les transformations arithmetiques des formes 
quadra tiques ternaires indefinies etaient identiques a celles de la Geometric non 
euclidienne. 

Etant revenu a Caen, je refl^chis sur ce resultat et j’en tirai les consequences; 

H. P. — II. h 
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d’admirer avec le plus de competence les decouvertes astronomiques de 
notre compalriole. Un an apres, la Societe royale de Londres lui 
decernait la naedaille Sylvester. En 1904, il recevait la medaille d’or 
Lobatschefsky de la Societe physico-rnathematique de Kazan. En 1906, 
sur la proposition d’une Commission internationale on j’avais I’honneur 
de representer notre pays, I’Academie hongroise des Sciences lui decernait 
le grand prix Bolyai, qu’elle avail fonde en I’honneur des deux illustres 
savants de ce noin, le pere et le Ills, et qu’elle avail a altribuer pour la 
premiere fois. La France ne restait pas en arriere. Si le peu de temps 
qui s’ecoula enlre ses debuts et son election ne permit pas a notre 
Academie delui faire parcourir toute la gam me des prix dont elle dispose, 
elle lui decerna cependant en i 885 le prix Poncelet et en 1896, alors 
qu’il nous appartenait, le prix Jean Reynaud, sur le d4sirexprime par la 
fondalrice de ce dernier prix. II ful norntne en 1898 membre du Bureau 
des Longitudes, au titre de I’Academie des Sciences. Enfin en 1908, peu 
apres la inort de Bertheldt, I’Academie frangaise lui decerna le supreme 
honneur, en I’appelant a occuper le fauteuil du grand poete Sully 
Prudhomme. Vous vous souvenez encore des memorables Discours qui 
furent prononces ici meme, le 28 janvier 1909, dans la seance oil il fut 
regu par M. Frederic Masson. 


XVIII. 

Tous ces succes etaient des temoignages de I’admiration etde I’estime 
que ses confreres et ses pairs avaient pour lui; niais les Ouvrages de 
Philosophie qu’il publia a partir de 1902, La Science el I’ Hypothese, 
Science elMethode, la Valeurde la Science, luivalurent une popularite 
que n’avaient connue ni Cauchy, ni Hermite, ni Joseph Bertrand. Tires 
k un nombre prodigieux d’exemplaires, ils ont ete traduits en allemand, 
en anglais, en espagnol, en hongrois, ensuedois, enjaponais. Je n’oserais 
affirmerqu’ils ont etc pleineraentcompris de tous; poursaisir lapensee de 
leur Auteur, une forte culture scientifique est necessaire, qui manque a 
plusd’un; maisl’autoritejoue encore quelque r6le dans ce monde, et c’est 
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belle Allocution sur la verite scientifique et la verite morale, engageant 
ses auditeurs a les unir dans un meme culte. L’ceuvre de Foi et Fzenefit 
pas en vain appel 4 son concours ; Poincare lui donna en 1 910 une Confe- 
rence sur les bases de la morale, intitulee : La Morale ei la Science et, 
en mars igi2, une autre sur un sujet moins troublant : Les conceptions 
nouvelles de la matiere. 

En 191 1 , notre confrere Richepin eut I’idee de fonder une Ligue pour 
la Culture frangaise. Parmi les adhesions qu’il regut dans notre 
Academie, il faut signaler celle de Poincare; notre Confrere ne se con- 
tenta pas de faire partie de la Ligue, il ecrivit aussi un petit Traite 
populaire pour defendrela culture litteraire et I’education classique ('). 

XIX. 

Tous ces concours auxquels il ne se refusait pas ne I’emp^chaient pas 
de poursuivre ce qu’il considerait comme sa tAche essentielle et de 
repandre ses idees et ses decouvertes relatives a ses etudes de predilec- 
tion. En 1900, k I’Exposition universelle, il fit trois Conferences dans 
I’espace d’une quinzaine : Tune, le 1 1 aout 1900, Sur lerdle de I’ intuition 
et de la logique en Mathematiques, devant le Congres international des 
Mathematiciens, dont il avail ete elu president; I’autre, Sur les prin- 
cipes de la Mecanique, au Congres international de Philosophic; la 
troisieme enfin, Sur les rapports de la Physique experimentale et de 
la Physique mathimatiquey au Congres international de Physique, qui 
se tenait k la meme epoque. 

Mais, de tous les appels que recevait Poincare, les plus agreables sans 
aucun doute ^taient ceux qui lui venaient de I’etranger. En ipoS, 
Newcomb, notre illustre Associe etranger, se rendit a Paris pour inviter , 
au nom du Gouvernement americain, les Savants frangais a participer 
au Congres international d'Art et de Science, organise sur le modele de 
rinstitut de France; ce Congres devait se tenir i Saint-Louis, I’annee 


(^) H. PoiNGARfi, Les Sciences et les Humanites, pRris, A. Fajard, 1911. 
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Gymnase, La meme annee aussi, il etait alle a Bruxelles pour prendre 
part a un Congres d’un genre tout particulier. Un grand industriel, 
M. E. Solvay, double d’un Mecene, auquel notre Academic decerne 
aujourd’hui meme la medaille Lavoisier, avait reuni les physiciens les 
plus qualifies du monde entier, en leur demandant de discuter a fond les 
idees nouvelles sur la Mecanique. Poincare a pris part a ces discussions 
qui viennent d’etre publiees (*). 


XX. 

Ces excursions que notre Confrere devait faire ainsi a I’etranger 
etaient fort loin de Ini deplaire. Des sonenfance, il avait pris le gout des 
voyages, et Ton peut dire qu’il etait de ceux qui connaissent le mieux 
notre planete. Pour ma part, je I’ai rencontre en biendes endroits diffe- 
rents : a Londres, a Rome, & Vienne, ci Budapest, a Copenhague, A 
Saint-Louis d’Amerique, a Philadelphie, a New-York, k Boston. Sa 
valise n’etait pas toujours dans un ordre parfait, et Ton rappelait quel- 
quefois dans sa famille qu’un jour, par megarde, en Autriche, il avait 
emporte undrapdelit de I’hdtel; maisilsavait voyager, etj’aipuconstater 
plus d’une fois, par moi-meme, qu’on pouvait s’en rapporter a lui. D’ail- 
leurs, dans les conversations que nous avions ensemble, je ne me lassais 
pas d’admirer son grand bon sens, sa perspicacite, le merveilleux equilibre 
de son esprit. S’il a ete hors de pair en Matliematique.'', on peut affirmer 
qu’il aurait admirablement reussi dans toutes les carrieres qu’il auraitpu 
choisir. J’ai parle plus haut de son insuffisance en dessin. Cela nel’em- 
pechait pas d’apprecier la peintureet la sculpture, de juger avec beaucoup 
de penetration et de gout les oeuvres d’art de toute nature. Il aimait 
beaucoup la musique, surtout la musique symphonique qui puise ses 
inspirations aux sources les plus pures et les plus cacbees. 

Cds qualites trouverent leur application dans les laches diverses qui 

(') La theorie du rayonnemenl et des quanta. Rapports et discussions de 
la reunion tenue A Bruxelles sous les auspices de M. Solvay. Publics par 
MM. P. Langevin 'et M. de Broglie. Paris, Gauthier-Villars, igiS. 
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Weierstrass, de Lord Kelvin, de Loewy, des Polytechniciens du 
siecle. Son style laisse transparaitre les idees avec une nettete parfaite, 
rien n’y sent I’emphase, nila litterature d’imitation. Cest a la reflexion 
seulement qu on reconnait la parfaite concordance de la forme avec le 
fond, qui seul preoccnpe I’ecrivain. On y rencontre pourtant, presque a 
chaquepage, deces phrases lapidaires queleur forme grave pour to uj ours 
dans I’esprit. Souvent, il arrive aussi que quelque boutade spirituelle, 
quelque verite enonceesous une forme paradoxale, vient surprendre le 
lecteur et fait d’autant plus d’effet qu’elle etait moins attendue. 

Poincare, d’ailleurs, se depeint souvent lui-meme, etnous apprend a 
le mieux connaitre, dans les apprecfations qu’il mele a son recit. 

Le savant digne de ce notn, le geornetre surtout, nous dit-il, eprouve en face de 
son oeuvre Ja meme impression que Fartiste; sa jouissance est aussi grande et de 
m^me nature. Si je n’ecrivais pas pour un public amoureux de la Science, je 
n oserais pas m’exprimer ainsi ; je redouterais I’incredulite des profanes. Mais ici, 
je puis dire toule ma pensee. Si nous travaillons, c’est moins pour obtenir ces 
resultats positifs auxquels le vulgaire nous croit uniquement attaches, que pour 
ressentir cette emotion eslhetique et la communiquer a ceux qui sonl capables de 
Feprouver (^), 


XXL 

Ainsi s’ecoulait la vie d’Henri Poincare, au milieu de ses amis, ausein 
d’une charmante famille qui s’ingeniait a lui epargner toute preoccupa- 
tion et tout souci. 

M<ne Poincare appartient, par ses origines du cdte maternel, a notre 
monde scientifique. Elle est la petite-fille d’Isidore Geoffroy-Saint- 
Hilaire, rarriere-petite-fille d’Etienne Geoffroy-Saint-Hilaire qui fut 
I’antagoniste de Cuvier. Sa mere, M“®Poulaind’Andecy, qui a longtemps 
vecu au Museum, y a laiss6, comme d’ailleurs toute ia famille Geoffroy- 
Saint-Hilaire, des souvenirs de haute tenue morale, de bienfaisance et 
de charite, qui sont encore vivants aujourd’hui. Alors meme qu’elle ne 


(*) Notice sur Ralphen {Journal de I'icole Polytechnique, 6o« cahier). 
H. P. -II. i 
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maiematico de Palerme, qui avait pubiie dans son RecueiJ, nous Favons 
vu, quelques-uns de ses plus beaux Memoires : 

Mon CHER AMI, 

Je vous ai parle lors de votre derniere visile d’un travail qai me relient depuis 
deux ans. Je ne suis pas plus avance, et je medecide a Tabandonner provisoirement 
pour lui donner le temps de murir. Cela irait bien si j’etais sur de pouvoir le 
reprendre; a mon age, je ne puisen repondre, et lesresultats obtenus, susceptibles 
de metlre les chercheurs sur une voie nouvelle et inexploree, me paraissenl trop 
pleins de promesses, malgre les deceptions qu’ils m’ont causees, pour que je me 
resigne a les sacrifier. Dans ces conditions, trouveriez-vous convenable de publier 
un Memoire inacheve, ou j’exposerais le but que j"ai poursuivi, le probleme qiieje 
me suis propose, et le resultat des efforts que j’ai fails pour le resoudre ? Cela serait 
un peu insolite; mais cela serait peut-etre utile. Ce qui m’embarrasse, c’est que je 
serai oblige de metlre beaucoup de figures, justement parce que je n’ai pu arriver 
a une regie generale, mais que j’ai seulement accumule les solutions particulieres. 
Dites-moi, je vous prie, ce que vous pensez de celte question et ce que vous me 
conseillez. 

Votre ami de^oue^ 
PoiNCARfi. 

II y a, dans cette lettre, une phrase sur laquelle on s’est appuye pour 
dire que, depuis quelque temps, il avail les plus tristes pressentiments. 
Je ne saurais partager cette opinion ou, du moins, je la crois fort exa- 
geree. 11 est naturel que tout hoinrne, atteint d’une maladie chronique, 
songe plus souvent qu’un autre a la fin inevitable. Mais aucun de nous 
n’a rernarque quenotre Confrere Mt reellement affecte. 

Quoi qu’il en soil, et comme on pent bien le penser, M, Guccia s’em- 
pressa de reclamer le Memoire qui lui etait propose. Un travail qui avait 
paru, a un geometre tel que Poincare, meriter des elForts prolonges 
pendant plus de deux ans ! G’etait une bonne fortune qu’on devait se 
garder de refuser. Le Memoire a done paru peu de temps avant la mort 
de son illustre Auteur (^). 

II a pour litre : Sur un theorems de Geometrie, La demonstration 


(^) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo^ t. XXXIII, seance du 
JO mars 1912. 
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candidature, il nous exposa les idees qui lui etaient cheres sur la theorie 
des groupes de substitutions. 

L’operation, faite lemardi 9 juillet, parut avoir reussi. J’etais alors au 
Conseil superieur de I’lnstruction publique, oii le cousin germain de 
notre Confrere, M. Lucien Poincare, alors directeur de I’Enseignement 
secondaire, me donnait chaque jour les nouvelles les plus satisfaisantes. 
Notre Confrere ne se levait pas encore, mais il s’alimentait quelque pen. 
Sans negliger aucune precaution, la famille commengait a perdre toute 
inquietude. Un accident imprevu, une embolie sans doute, est venu, 
le 17 juillet, tromper toutes nos esperances. En un quart d’heure a peine, 
la mort a enleve celui que nous regardions comme definidvement sauve. 
Quand la funeste nouvelle nous fut annoncee, nous demeurames long- 
temps sans vouloir y ajouter foi. Vous vous rappelez, mes chers 
Confreres, I’emotion qu’excita parlout cette mort prematuree. On pent 
repeter ici ce qu’il a ditlui-m^me, lors de la mort de Curie. Il n’etaitpas 
un FranQais, si ignorant 'qu’il fdt, qui ne sentit plus ou moins confii- 
sement quelle force la Patrie et I’Mumanit^ venaient de perdre. 

Henri Poincare, disait notre Confrere Paul Painleve, 6tait vraiment le cerveau 
vivanl des Sciences rationnelles. Mathemaliques, Astronomic, Physique, Cosmo- 
gonic, Geodesic, il a Lout embrasse, tout penetre, tout approfondi. Inventeur 
incomparable, il ne s’est pas borne a suivre ses aspirations, a oiivrir des voies 
inattendues, a decouvrir dans Tunivers absLrait des mathematiques mainte terre 
inconnue. Partout ou la raison d’un homme a su se glisser, si subtils, si herisses 
qu’aient ete ses chemins, qu'il s’agit de telegraphic sans fil, de phenomenes radio- 
logiques ou de la naissance de la Terre, Henri Poincare s’est glisse pres de lui pour 
aider et prolonger ses recherches, pour suivre le pr6cieux filon. 

Avec le grand mathernaticien francais disparait done le seul homme dont Ja 
pensee fut capable de faire tenir en elle toutes les autres pensees, de com, prendre 
jusqu’au fond, et par une sorte de decouverte renouvelee, tout ce que la pensee 
humaine peut aujourd’hui comprendre. Et e’est pourquoi cette disparition preraa- 
turee, en plelne force intellectuelle, est un desastre. Des decouvertes seront 
retardees, des Utonnements se prolongeron t parce que le cerveau puissant et 
lumineux ne sera plus la pour rapprocher des recherches qui s’ignorent, ou pour 
jeter, dans un monde de faits obscurs brusquement reveles par [’experience, le coup 
de sonde hardi d’une theorie nouvelle. 
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il a^^ait coutume de s’asseoir, nous lui rendrons I’hofnmage auqiiel il 
aurait ete ie plus sensible, en veillant, avec le concours et I’assentiment 
de ses proches, a la publication de ses CMiwres mathematiques , Le 
monument que nous lui eleverons ainsi sera celui qu’il aurait le plus 
volontiers agree; il prolongera son action et lui suscitera des eleves qu’il 
n’aura pas connus. Ceux de nos jeunes geometres qui pourront ainsi y 
etudier ses irnmortels travaux y recueilleront une foule de suggestions 
fecondes; puissent-ils, en meme temps, s’inspirer des vertus de leur 
auteur et, comme lui, concilier le culte de la Science avec celui de la 
Famille et de la Patrie. 


distingue, M. Carlier, repose sur un socle de granit des Vosges qui porle cette 
sinoiple inscription : 

A. Henri Poincare, r Association des anciens Eleves^ iqiS. 

D’autre part, M. le g 6 n 4 ral Goetschy, qui presidait celte annee la distribution 
des prix aux eleves du Ijcee de Nancy, a donne lecture a TAssemblee d’un decret 
du 10 juillet ipiS, en vertu duquel I.e lyc^e dont notre Confrere a ete Tillustre 
eleve, et aucjuel il temoignait lant d'afTection, portera a I’avenir le nom de Lycee 
Henri Poincare. Cette decision a ete executee sans retard, et Tinscription du 
nouveau nom figure surles portes principales du lycee. 

Nous avons parl 4 plus haul de la plaque commemorative qui a et^ apposee, par 
les soins de I’Association des anciens Eleves, sur la maison natale de notre Con- 
frere. Cette plaque porte I’inscription suivante : 

Dans cette maison 
est ne le 29 a^^ril i 854 
Henri Poincare^ 

Membre de C Academic frangaise 
et de U Academie des Sciences^ 
mort d Paris le 17 juillet 1912. 
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SUR 


LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences^ t. 92, p. 333-335 ( i4 f^vrier i8Si ) . 


Le but que je me propose, dans le travail que j’ai Phonneur de presenter k 
TAcad^mie, est de recherclier s’il n^existe pas des fonctions analytiques ana- 
logues aux fonctions elliptiques et permettant d’int^grer diverses equations 
differentielles lineaires a coefficients algebriques. Je suis arrivd k d^montrer 
qu’il existe une classe tres etendue de fonctions qui satisfont k ces condi- 
tions et auxquelles j’ai donne le nom de fonctions fuchsiennes^ en Plionneur 
de M. Fuchs, dont les travaux m’ont servi tr^s utilement dans ces reclierches. 

Voici les notations dont je ferai usage. Soit -s une variable iinaglnaire repre- 
sent^e par un point dans un plan. Si j’appelle K, Toperation qui consiste k 
changer ^ en (^), Ko celle qui consiste k dianger s en j’<5crirai habi- 

tuellement 

Quand ^ restera int^rieur k une certaine region R, restera int^rieur a 
une certaine region S; j’dcrirai 

S = RKi. 

J’appelle cercle fondamental le cercle qui a pour centre I’origine et pour 
rayon Punite; groupe hyperbolique^ le groupe des operations qui consistent 

k changer z en d etant des constantes), et qui n/alterent pas le 

cercle fondamental; groupe discontinue tout groupe qui ne contient pas 
d’operation infinitesimale, c’est-k-dire d’operation changeanti? en une quantity 
H.P. — H. I 
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On pourra decomposer la surface du cercle fondamental en une infinite de 
regions Rq, R^, ... , R/, ... satisfaisant aux conditions I et 11 et de telle sorte 
que Ro soit precisement le quadrilatere ABCD. A ce mode de decomposition 
correspond un groupe fuchsien que j’appelle le groupe (a, P, y). 

Je r^sous ensuite le probleme I dans le cas general et je montre comment on 
pent former tons les groupes fuchsiens et en donner une classification ration- 
nelle a deux points de vue differents. 

Parmi les groupes fuchsiens, il en est qui meritent d’attirer particulierement 
notre attention : 

1° Le groupe (2,8,00), qui est isomorphe au groupe des operations qui 
changent ^ en ^ Cy d etant des entiers tels que ad — = i . 

2® Certains groupes qui sont isomorphes aux groupes des substitutions 
lineaires a coefficients entiers, qui reproduisent une forme quadratique ter- 
naire indefinie a coefficients entiers. 


L’existence de ces groupes fait ressortir les liens intimes qui unissent la 
theorie des nombres a la question analytique qui nous occupe. 

J’appelle fonctiori thetafuchsienne toute function 0 (^) uniforme en s, et 
telle que (K/ extant une operation quelconque d’un groupe fuchsien) on ait 
identiquement 


0 (^K/) = 0(5) 


\ dz ) ’ 


m dtant un nombre entier posilif. 

En d’autres termes, pour une infinite de valeurs de by Cy d, telles que 

ad — be = 

on aura identiquement 


Je ddmontre qu’il existe une infinite de fonctions thdtafuchsiennes ddfinies 
par la s^rie convergente 






m est un nombre entier plus grand que i ; K,- est une operation quelconque 
d’un groupe fuchsien quelconque Gj H (^) est une fonction rationnelle de z. 
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SUR 


LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. 92 , p. SgS-SgS (21 fevrier 1881) 


Le quotient de deux fonctions thetafuchsiennes correspondant a un m^me 
groupe fuchsien et a uiie meine valeur du nombre entier m est une fonction 
F {z) unifonxie en z^ et telle que 

¥{zKi) = ¥{z). 

G’est done une fonction fuchsienne, d’apres la definition donnde dans la 
Note precedente. En d’autres termes, on a identlquement, pour une infinite de 
valeurs des constantes a, b, Cy d. 



Je ddmontre deux thdor^mes : 


Entre deax fonctions fmhsiennes ayctnt mime groupe et n'ayant 
d’autre point singalier essentiel qae ceax qai sont ane consequence de 
leur definition y il y a une relation algebrique. 

2° Toute fonction fucks ienne ¥{z) permet d'integrer une equation 
liniaire d coefficients algebriques de la maniere suioante. Si Von pose 

T 7 / N . 


yi et y., satisfont d I’equation, differentielle 


d^y 

dx^ 


=zyo{x), 


o (x) etant algebrique en x. 
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soil une fonction fuchsienne de quels que soient les entiers ao, . . . , ol^, 
II est clair que 9 o, . . . , satisferont a une equation differentielle lineaire 
dont les coefficients seront algebriques en 

Je demontre que Pon pent former une infinite de fonctions zdtafuclxsiennes 
dont je donne divei:ses expressions par des series, et qui permettent d’intdgrer 
une infinite d’equations differentielles, entre autres toutes les equations 
differentielles lineaires a coefficients rationnels qui ne presentent que 
deux poin ts singuliers d distance finie et un d Vinfini, 

Donnons une application particuli^re. 

Soient K et K' les periodes d’une fonction elliptique, to le carre de son 
module. 

Soit <p un algorithme tel que 


CO = 


/ K-h/^K' \ 

Vk-/=Tk'J’ 


Soit une equation diffdrenlielle lineaire a coefficients rationnels ayant pour 
points singuliers 


a? = 0 , a? = I, a? = 00. 


Posons ^=:cp(^), et soient (5), 62('^)9 • • • ? les int^rales de 

I’equation propos^e ; 

<p(s) sera une fonction fuchsienne, 60? •••5 6/2 des fonctions zetafuch- 
siennes. 

Ces fonctions n’existeront qu’a Fintdrieur du cercle fondamental. 

Elies seront holomorphes k Finterieur de ce cercle et, par consequent, pour- 
ront touj ours ilre representdes par des series entieres dont les coefficients sont 
aises a calculer. 

En resume, il existe une classe tr^s etendue de fonctions dont les fonctions 
elliptiques ne sont qu’un cas particulier. Elies permettent d^ntegrer un grand 
nombre d’equations differentielles. Differentes proprietes font ressortir leur 
analogie avec les transcendantes elliptiques et celle des fonctions thetar 
fuchsiennes et zetafuchsiennes avec les fonctions 0 et Z. 


* 
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NOUVELLE application ET QUELQtJES PROPBIETES DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 9 

Remplacons-y x y par leurs valeurs en fonction de.s; w deviendra holo- 
morphe en z et pourra, par consequent, etre represente a Finterieur du cercle 
fondamental par une serie ordonnee suivant les puissances de 5. L’emploi des 
fonctions fuchsiennes nous donne done Fintegrale u sous la forme suivante : 


u = e,(5), 




6), Gjj O3 etant des series ordonnees suivant les puissances de z et toujpurs 
convergentes. 

**Quand z sub it une operation quelconque du groupe G, le point (^, y) 
decrit un cycle, et, par consequent, u augmente d’une periode. Considerons le 
groupe des operations qui consistent ii aiigmenter u d’une periode. Ce groupe, 
d^apres ce qui precede, de^ra etre isomorphe au groupe G. 

S i, par consequent j le groupe G est derive de moins de 2 p 2 operations, 
V integrate u ne pourra avoir 2 j? 4- 2 periodes distinctes , et , par conse- 
quent, la relation (i) sera au plus du genre p. 

Cette limite pent, le plus souvent, 6tre abaiss^e, car, pour que Fisomor- 
phisme dont j^ai parle plus haut puisse avoir lieu, il faut, dans certains cas, 
qiFil y ait entre les pdriodes de u certaines relations lindaires, de sorte que 
ces periodes cessent d’etre distinctes. 

C’est ainsi que la relation (i) pent etre du genre z^ro, bien que le groupe G 
soit derive d’un nombre quelconque d’operations. 

Par consequent, les fonctions fuchsiennes permettent d’int^grer une infinite 
d’equations telles que (2), ou o est rationnel en ar, et non plus seulement en 
X et enyj bien que ces equations prdsentent un nombre quelconque de points 
singuliers. 

Ainsi, si a, b, c et les coefficients sent convenablement choisis, si la difie- 
rence des racines des Equations d^terminantes relatives a chacun des points 
i^inguliers 


a, b, c, cc 


est une partie aliquote de Funiy, Fequation 
r A A' B 




B' 


G' 


— a)2 x — a \x — hY 


(a? — c)2 




est int^grable a Faide des fonctions fuchsiennes. 

Je citerai aussi, parmi les Equations integrables k Faide des fonctions 
fuebsiennes, certaines Equations k coefficients ddublement periodiques. 
H. P. - II. 
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LES FONCTIONS FUCHS lENNES 


Comptes 7 'endus de VAcademie des Sciences, t. 9 ^^, p, 957 (18 avril r 88 r). 


J’ai dLudid en partlculier les fonctions fuchsiennes f {z) telles que, si Pen 
pose 

61^2 satisfassent a une Equation de la forme 

'■ 

o ^tant rationnel en 5?. 

J’ai reconnu : i® que les points singuliers de I’^quatipn (i) qui sont les 
infinis de ^{x) sont tous reels; 2“ que Fon pent clioisir /(^) de telle fagon 
que ces infinis de 0(0?) soient aussi nornKreux que Fon veut, et aient telles 
valeurs rdelles que Fon vent. 

En introduisant les fonctions z^tafuchsiennes qui correspondent k ces 
fonctions /(^), on int^gre toutes les equations lineaires d coefficients 
rationnels dont tous les points singuliers ^ont rdels. 



LES FONCTIONS FUCIISIE.NiNES 


Comptm nndui dt VAemddmt* dn .•irimm, 
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SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 

Cela posdj d^finissons n-\- i fonctions de ^4, ^2, 


i 3 


*, Zn^i par les Equa- 


tions suivantes ; 


'^1 “■ .A 

— ^2 _ — 

— §2 \ 4 !— P2/’ 


£2 — 
2^ 


f ^±2 22±1 = 5 ■ 

■^n+l — P«-+l / 


D’aprEs la tlieorie generale des fonctions fuchsiennes, exposEe dans un 
Memoire que j^al eu I’honneur de prEsenter k PAcadEmie dans la sEance du 
i 4 fevrier 1881, il existera une infinite de fonctions F(<s), uniformes en .^, 
n’existant qiPa Pinterieur du cercle fondamental^ inEromorphes a Pinterieur 
de ce cercle et jouissant de la proprietE suivante : 

F(^) =: F{z,) = F(z.) =. . .= = F(^^^4). 

Entre deux quelconques de ces functions, dites fonctions fuchsiennes^ il y 
a une relation algEbrique. Si, de plus, on pose 


on aura 


(^) 


X = F(2), 

d^y 

dx^ 


. / 5 f 




o Etant algEbrique en a?, de sorte que la fonction F(^) permettra d’intEgrer 
PEquation (2). 

Quel sera le genre de la relation algEbrique qui existe entre deux fonctions 
fuchsiennes quelconques ? 

Soient u el V deux de ces fonctions et 

( 3 ) /(tt,p) = o 

la relation qui les unit; soit enfin 

J"^{UjP)du = G(z) 

une intEgrale abElienne de premiEre espEce dErivEe de la I'elation ( 3 ). G(^) 
n^existera qu^k PintErieur du cercle fondamental et sera holomorphe k PintE- 
rieur de ce cercle. On dEmontre que toutes les pEriodes doivent Etre nulles ; 
la relation ( 3 ) est done du genre o et toutes les fonctions fuchsiennes peuvent 
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On y fera '• 

= F {z). 

Les mtegrales de I’equation proposee seront des fonctions zdtafuchsiemies 
de qui n’existeront qu’a I’lnterieur du cercle fondamental et seront holo- 
morphes a Pinterieur de ce cercle. 

Cette mdthode permet d’integrer toutes les equations differentielles lineaires 

a coefficients rationnels toutes les fois que tous les points singuliers sont 
rdels. 



LES FONCTIONS FIJCHSIE.NNES 
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mental je marque 2 7z points a^, pi, ag, •••7 et je suppose qu’on les 

rencontre dans Fordre que je viens d’indiquer, en suivant le cercle dans le 
sens positif; ces points devront satisfaire a la condition suivante. Je joins le 
point j 3 | a fia, ^3, par des cercles y,, fs, y„ normaux au cercle 

fondamental ; je joins de meme po a a p.5, P// par des cercles 

S37 O47 •••5 On normaux au cercle fondamental ; par les points a^, aa, oin j^ 
m^ne des cercles G^, Co, coupant orthogonalement les cercles fonda- 

mental et normaux respectivement a ya, Sg, S4, y,^; par F intersection 

de C| et Ca je m^iiie un cercle Dg, normal au cercle fondamental et a yg ; par 
Fintersection de C3 et de Dg je m^ne D4, normal au cercle fondamental et a 
y4, etc. : de^ra passer par et se reduire, par consequent, d Ctj. Je 

definis n functions de z par les equations 


•-a/ P/— pi- 


(i =1,2, 


II existera une infinite de fonctions uniformes de z telles que 


F(pi) = F(pa)=...= F(P;,). 


Toutes s’expriment rationnellement par une d’entre elles que j/appelle F{^) 
et que j’ach^ve de definir par les conditions 


F(ai)=:o, F(a2)=i, F(a3) = oo. 


Cette function sera holomorphe k Finterieur du cercle fondamental ; elle ne 
pourra, a Finterieur de ce cercle, devenir egale k aucun des nombres 


F(aO, F(aa), F(a„), F(pO- 


Si done, dans une equation lineaire k coefficients rationnels en sc n’ajant 
d’autres points singuliers que les nombres (i), on substitue F(^) k la place 
de it, Fint^grale sera une function zdtafuchsienne de z. 

F(z) depend de 2n — 3 paramktres, k savoir les rapports anharmoniques 
de a4, as, ..., a;i, p^, Pg, Pa par rapport k ai, aa, ag ; k cause de la condition 
^nonc^e plus haut, il reste 2 7^ — 4 paramktres inddpendants. En exprimant 
que les parties rdelles et imaginaifes de % 

F(a4), F(a5), F(a;,), F(Pi) 


ont des valeurs donndes, on a n — 4 Equations qui determinent ces 2/2 — 4 
paramktres. 


E. P. -- II. 
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LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. 92 , p. 1484-1487 ( 27 juin 1881 ), 


I. Dans le Mdmoire que j’ai Phonneur de presenter a PAcademie, je com- 
mence par donner une forme nouvelle k la r^gle que j^avais exposee dans mon 
premier travail pour la formation des groupes fuchsiens. 

J^appelle X Paxe des quantit^s reelles, 

Soient a, b deux quantities imaginaires, a', 6' leurs conjugu^es ; je pose 


Envisageons deux arcs de cercles ab et cd ayant leurs centres sur X; si 
Pon a 

{a,b)^{c,d\ 

il y aura une substitution lindaire k coefficients rdels qui changera ab en cd, 
Je Pappellerai la substitution 

(a,b; Cj d), 

J’envisage maintenant un polygone curviligne situ^ tout entier au-dessus 
de X et dont les cdt^s sont de deux sortes : ceux de la premiere sorte sont des 
arcs de cercles ayant leurs centres sur X ; ceux de la seconde sont des segments 
de Paxe X lui-m^me. 

Les c6t^s de la premiere sorte sontau nombre de 2 Ai ; deux cdt^s consdcutifs 
de la premiere sorte sont s^pards : 

I® Soit par un sommet situ^ au-dessus de X et que j’appellerai sommet de, 
la premiere catdgorie ; . 


ROR tBR roRCTiim 



a* Soil par im soiniiipt siUit! jiiir \ I'l *jiii'j‘<ij.|*rllrrn .jV i,i 

cat^gorie; 

3® Soil par im c6l4 de in ii*ctiiid@ *tirtr ipir j'appt lirr.u, |Nmt ihhImi mm*.i 
langage, smimet de la troisUme mlt^gorh. 


(Irte & Cftte coHveiilimi, it e*i ctair <|mi» j'.in ir««-.n»uri.i, n, »„h.(«h J,. 
p(?riin<itrr du polygonu, Bltpriialivi'inriil iin Mii* ,!»• t,» pi. jmri,- 
sommet de Tune des tniis eatdgnrie*. rdii‘ i|n'.ut irm.KHtrM .jpns «}, 
sommet donnd sera le cdld suivant ; ie MHiimrt nii’uii iim .•mn r.i « 
le sommet suivnnt, el uitiiii de iiiile. 



Je suftpose qn’on n^pnrlisfie d'liiie fa^oii !.•» rAi»‘« dr l.i pi 

sorte en ^paires el cpi’iin edtd «iit dil coijjiigii,» de eehii ,j*„ „p|MrUriii 
mfime paire. Je suppose maimenanl qii’on ri«j»rli»»e te* *iiniiiiei» rii cyctei 
la mani^re suivatile. On piirtini d’tin Miintnei ijMeleniwjiie ; mi ens isageri 
cd^ suivant, puis *on conjugud, puia le pui* |r cd|i» •uivi 

puis son conjngtid, puis !e smniiiet siiivaiu, el de *niie, Jii.qii'l re ipi 
wvienne aw sommet primitif. Tons le* rrmmW* de In «ine apt 

tiendront un mdme ^cte. ’ 

Je suppose : 

i» Que tous les Rommeti d’mi mdme rycle *m,i de la mdiiie raidgorie ; 
a® Que, 81 tons bg gumrnm d’un eyrie mmi de b premidre latdgiirie, 
somtm des angles eomsspimdaiits dii judygone „„r 

ttliquotede m; ' ' 

3" Que, SI ail>i ct «;&; sont den* cdlib d’tine „|, « 

A ces oondtlions, le gnni{«! ddrivd des siiljsttuuim,, 

u« r™ i, ^ 

j'"' ■ 

h Z'^T7‘r “ ’ 

. »oau, U,. h.naoa. 

‘ ' 

ZZTZl I 7"“"*“ ■■■•I-'" - 

points a et d sous des aagies contimeiisiimldeg 


SUR LES FONCTIONS FOCHSIENNES. 


HI 


HI. Dans une Lettre que M. Klein, de Leipzig, m’a fait Fhonneur de 
m’adresser, je remarque le passage suivant : 

Nehmen Sie ein heliebiges Polygon, begrdnzt von irgend welchen sich 
beriihrenden (deux a deux) Kreisen; so wind die Vervielfdltigung durch 
Symmetrie zu einer groupe discontinu/wAr^/i. 

J’ajoute une condition que M. Klein n’a pas enoncee, mais qui ne lui a sans 
doute pas echapp^ : si Ton prolonge deux quelconques des arcs de cercles qui 
limitent le polygone, ils ne doivent pas se rencontrer. La remarque de 
M. Klein est aisde a verifier, et Ton en deduit immddiatement le tli^or^me 
suivant : 


Soil une equation 
(,) ^ = yC ^ 

dx- l_(a? — aj ) 


A„ 


B, 


B„ 




(x — a„)= X — a; 


-} 


Je suppose : 
Que 


2B/= S A/f-h 2 S A/a/H- SB/a/= o, 

Ai = A2 = . . . = A« = — 


Que les B et les a sont reels ; 

3 ° Quails satisfont d certaines inegalites ; 

X sera alors fonction uniforme du rapport des integrales. 

J’ai cherchd k gdndraliser le r^sultat de M. Klein, et voici k quoi je suis 
arriv(^ : 

Soient %n cercles Cr, G2, G/,, C^, G', qui sont extdrieurs Fun k 

Fautre ou se touchent extdrieurement ; tout groupe d^riv^ de n substitutions 
lin^aires dont la change la partie du plan extdrieure a G/ en la^partie 
intdrieure k G'- sera discontinu. Cela arrivera en particulier si les 2n cercles 
se touchent deux k deux de mani^re k circonscrire un polygone curviligne 
limits par des arcs de cercles a*, aa, a», a' , a^, a-^, appartenant respec- 

tivement aux cercles G^, Ca^ G«, C', C^, ..., G« et si la i^^^^ substitution 
change a/ en a'. . 

II existe des fonctions qui ne sont pas alterdes par les substitutions de ce 
groupe et que je propose d^appeler fonctions kleineennes, puisque c’est a 
M. Klein qu^on en doit la decouverte. II y aura aussi des fonctions theta- 




aa »i‘* tJm rosi.rnin 

kleitit'etmes et sdtakleini'entiea <in4li»|gtii'« nn\ > 

ztJUifuchsH’nnes. 

Griice k cells je mmtir*' «j»ie If irl.idf I'l 

tion (t), (Mdiiilde la ri««wirt|iis «ir M Klsm, f-«i mruir . # .n 
seconde condition n'mt pn$ rrmptif, ie mmitv ij.i, I, , i .m u-.j,, 
udennM in%rent un gmiid M«»inl»n* ti'aMirr» f.iiwimn* luif ,!,,.. . 

I . « III! ||*|||^ 

algi'hnques, el eiuw utiire* Je* d<|U4ii«iit« k niiS|{r-.»l.-* 


LES GROUPES KLEINEENS 


Compter rendus de VAcademie des Sciences, t. 93, p. 44^46 (u juillet i88i). 


Dans ines prec^dentes Communications, j’ai montre comment on pouvait 
former tous les groupes fuchsiens, c’est-k-dire tous les groupes discontinus 
formes de substitutions de la forme 



{ces substitutions etant assujetties d ne pas alterer un cercle fixe appele 
cercle fondamental). Une remarque de M. Klein, que j’ai cit^e dans tyia 
derni^re Note, m'a amend k rechercher tous les groupes discontinus formes par 
des substitutions de la forme (i) (sans condition relative k un cercle fonda- 
mental), groupes que je propose d^appeler kleineens. Je vais montrer comment 
la pseudogdomdtrie de Lobatschewsky, qui m’a servi a trouver les groupes 
fuchsiens, peut me donner la solution du problkme plus gdndral que j’aborde 
aujourd^hui. 

1. J’ecrirai, pour abreger, ps el pst pour pseudogeometrique et pseudo- 
gdomdtriquement. J^appelle plan ps toute sphkre ayant son centre dans le plan 
des xy ^ droite ps 1 intersection de deux plans ps ) Pangle ps de deux courbes 
est egal a, leiir angle geometrique. Si Fon considkre deux points quelconques 
a et 6, on pourra par ces deux points mener une droite ps qui coupera le plan 
des xy en deux points c et j le demi-logarithme du rapport anharmonique 
de a et 6 par rapport k c el d sera alors leur distance ps. J'appelle poly gone ps 
une portion de plan ps limitee par des droites ps,polyedre ps une portion de 



ntfli i.«ii uKiHi'ko 

I’esjmtw sitin'^ U>nt enlii^n*au-tlr»»u» «jr<i 1^1 ri l»nu’,. j.,, , 

(lit jHir le plan dcis J/. l>«u« liUMn-* -•••hi /hi j., «» , > ,i 

('Ill'S im« coriTspmilaiici* jMtinl jwr j»ninl rl «li’ irllr «|,«, |, , , 

soteul ottnservde*. Clrlce a «li*liniUun*, Ir* in« ^ .I*- 

lrt)uv»!ut leur iippliralmn cuiienH** lr» <1* KU «»i vi*, 

dims Ics Muth«maHxehe AHnahn), 


% (a>U'*id<'n>iis Mnc siihtiiliiliun dr la fiumr « i » s.,,( 


cl (^(msid<*nms 4 r «!t K I*"* r«mrduf(in r* d im |><imi dan* im |d > , i , ,1,, 

titutiiiu (ij transfitriitriiii Ions Ir* rrr«'jr» rn irntr* ^•rr^|..n» i(iaim,.(w;,. 
rcspacc uu jHtiiu A; (wr cr jr f«irr }»«»«.•? nnr iiiliiuir dr 

(jul viemirimt niM|»(fr Ir jiliiH dr* jri •MHam dilfi'rrm* rrt«|r. I, r»rrl« 
scmtil dittiigd* jwrla Ntiii*liluii«iit (1) r« d'aiiirr* cm Ir. I. I'mHr , U. 
qut mil rriilrif «;l in^mr wyim rr* rrrrir. < , * irndnml ■ 

uii ni^tti€ jMtHil III A la *uli*liitjli<iii ftj roi*n**|Nitiiiini ilmi. i . - j. jjj. 
fttntmtbn (A, B) qui chait|irni imilr li^uiw dr IVipir ri» imr l^|•urr/tlr | 

A tmf?roKjMidi*c«mlmMd«.Ml»*liliiliii«*{i) %» dmii .i.nr.j^mdfr iin gmup 
ducmitmu d« UMRsfttrinaliuitM {A, ll). 


3. Pour mantniiw tun* t<t< ^mutir* di*i?ifnliiiu* dr imn.rMriiMi 
il fimt diviwf Pcdjiari* rii |»(dj^dr«« /». p*i nurr . 

de ces intly^dre* p $ ; j« dUlinjturnii |Mmii •»* f«cr. cr 
sorte, qui soal f«Fiii»Sr* ik plann/iii, n rrllr* dr U .rrmid 
|»ortb«s dll jdan */; Iw forr* dr la |.rriiibrr ...rir 
ca cttntttir crl# a lirn |Miiir Ir* lailtirgiittr* rntmlignr, rm 

thdopie des gwmjMi* furhskn* ; drut ftirr 
dUw coitjuguiei n drvfimt difr 
distril»iMl(Bii «n 

(III cotwidfere riitt# dea p 

dans cettc face majugv^ tWltr Immtikqt 
d«‘|wpt, {jui* ime ^ 

ttiiwi do tuite juip'l 
ddjiart. Cel» v~ * 
polj&dre/M OOt^M Atmmf 


-i- V.l!. 

■ "i ! - 1 . i ...j- •„;! 

It- : t. ,, 

Ir ijr 

.‘ 8 |>- dnIrdiM#* 

#|ij».irlrnjtii # 1 4 |k#r * ■ ■ - J 

pii rll#» .... 

li i!if tig iili, 

d*- {'•< • i . . 

p«a«aMl iMif- crile ar^ir, f, » /I'li ^ I 

^ *ji#i .» I ir 

WiMi l»#rr*»4ll'r < I ..HI. j- 

- ' ' ®^****®®® 4 Wtt di »" a lijMf qsj. Id 
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somme des diedres correspondant aux diverses aretes d’unm^me cycle soitune 
partie aliquote de 2 t:. 

4 . Les considerations qui precedent permettent d’obtenir tons les groupes 
discontinus de transformations (A, B). Poiir que le polyedre que nous venons 
d^envisager donne naissance a un groupe discontinu de substitutions (i), il faut, 
en outre, que Pune au molns des faces de ce poly^dre soit une portion du 
plan des ooy:, 

5. Appliquons ces principes a un example simple. Je suppose un polygone 
curviligne dont les cotes sont des arcs de cercles, et je me demande a quelle 
condition ce polygone engendrera un groupe discontinu par I’operation que 
M. Klein appelle la Ver{>ielfdltigung durch Syrximetrie. Je prolonge les 
arcs de cercles de fagon a former des cercles complets, puis j ^envisage les 
spheres qui ont m^mes centres et m^mes rayons que ces cercles. Ces spheres 
limiteront un certain poly^dre fs dont tons les diedres devront ^tre des parties 
aliquotes de tc. Les principes qui ont permis de d^duire de Texistence des 
groupes fuchsiens celle des functions fuchsiennes, thdtafuchsiennes et z 6 ta- 
fuchsiennes sont applicables aux nouveaux groupes kleindens. 



FONCTIONS MOIMIl.AiailS 


C^mptn tm4m rf# VAm^0mt0 tht 


Sott i'lquntioR Itn^lra 


je suppose 


de telle f»<jt»H<|«e3fs*9» no noil j«(i Mil Jo piii* i«H.i 

Ml*!, «twt, 

car, si cela nMtait p««, »» eliaapoMirHi *#rwld.* 4 i«.' nrr^it «„ ' 

h. 4ire dpox 6 0, I et 9. 

Joigaon* ifMintoaint l« point a^saa m* {mini* •ingnlirf* <», , ii|, 
des arcs lie coMpbe t,,, ,,, ,. 

pa«et8e»ii€cyentini|iiiirdetf,ifc,i»*r„«lwrifr«l«lkr«:..ft„.. . .. 

«iateaaatddcriw&,leeo«bi«r*MitM»i;pmtt^ ... 

are C, et reviendrsi I tfj no wdin# nrr njMi„nf 

autour de a, j etle dderira mMnim I’we umrnrra 4. «.fr( 

a im suivaat te nidme are €i j pui* do mHw dr r Iw.- ,»*, dr , = i % , t ^ , „ f ^ a 

Wleocciip«r»tmii»iiiN»g*iYnMMMi j** p„,i,j„„* ? 

«* (Infill*), ^ (sCrMt*), fif, rt, Ift*..*, o, 

•f (n*- r«b). •«* if# M Mm0 #,.4* 
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Soient 

. ^^5 0(3,, , i^l V 

'<-■'! fi ■ r: -V - '1^3 ^ / 

les valeurs correspondantes d’une fonction ^ que je definis comme le rapport 

de deux int^grales de Fe'quation (i), * . 

Si Pon regarde les a comme des constantes, de telle sorte que les a etles ^ 
soient fonctions des B seulement, les a et les ^ seroiit des fonctions holomor- 
phes des B pour toutes les valeurs finies de ces quantiles. 

2” Ne considerons plus maintenant- les a comme des cgnstantes ; mais, au Ueu 
de regarder les a et les ^ comme fonctions des a et des B, considerons au con- 
traire les a et les B comme fonctions des a et des ^ : 

§lj •-•jOtn) ^n)j v •••»“«) ^/i)* ' , 

Remarquons d^abofd que les variables a et p ne sent pas independantesj 
mais qu’il y a entre elles la relation s 

(2) (pi— ai)(p2— a2)...(Pn— a^) = (ai— -P2)(a2— P3)...(a«-i— pn)(an— pi). 

Les cp et les ^ seront des fonctions toujours uniformes et meromorphes des 
variables a et [3 li^es par la relation (2). Ce syst^me de fonctions uniformes 
me parait jouer, par rapport aux int^grales de Pe^quation (i), le mdme rdle que 
les fonctions modulaires par rapport aux integrales elliptiques. 

3 ^ Les fonctions o et ^ ne changent pas quand on change les a et les j 3 de telle 
fagon que le rapport anharmonique de quatre^ de ces quantitds demeure inva- 
luable. 

4 ® Les fonctions o et tj/ ne changeront pas non plus quand on fera subir aux a 
et aux [3 des operations convenables, et il resulte de la, pour ces fonctions, de 
remarquables propriet^s d^in variance. Dans le cas general, Penonce de ces 
proprietes m’entrainerait trop loin. Supposons done n=i pour fixer les idees. 
Soient a' , §4, a^, Pa quantit^s definies par les equations 

ai = ai. a' =a3, P2 = Pa, 


r 

I 

I 

i 

i 

8 

1 


Pi — Otl 

Ps— a/ 

I 

i 

1 

1 

I 

— a, ^ 

— ai 

Pi-ai 

Pi— a,’ 

1 _ 

I 

I 

1 

I 

ai — 

^2 — “a 

p 3 — aa 

Pi — aj’ 

1 

1 

I 

I 

1 

1 

P'l — «3 

' P 3— “3 

pi- a,’ 



8 MR ttHR roRirriOlf «l % roti »!•««« tl hh i (tJni i 


nil iuint 


l)e cette retnlion tl'invamocif i»»i jwm ni «lr4mrr 
peniiulalions circukircs Kii nmilmMiii rn,»ji 

d’iavariaiicc, on en ubtkntira niie itiiiniii^ tl’miirr* 

5“ Si les « et lei ^ so«| rtek rl ile irlle Mirlr «|Mr 


’» l‘o »lr, 


X !ter»> fonclion riiehiit'iiite dr j. 

Si less el fen 3 will ,j,. 

stttiifuisttnl aim ini?pliii«» (J), X wrw rnmrr imi?„rmr |M,,j 

k 3 5 si, mi miilraire, le» * rl Ir, ^ .Vl...g,w,r«» ir..,. d. Ml,n,r 
«tisf.us«ul «Mx i,»,«g«lii.i* (4), j* cHwmil dVirr fw„ i,..„ »,mr..r,„r de 


LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de V Academic des Sciences, t. 93, p. 3oi-3o3 (8 aoiit i88i). 


Dans ma Gommunication du 3 o mai dernier, j’ai montre que le probleme de 
rinL^gration des equations differentielles lineaires a coefficients rationnek se 
ram^ne an suivant : 

Constraire une fonction fuchsienne F [z) ne pou^ant prendre aucune 
des n valeurs donnees 

(i) ■’ a,, aa, . . 

Si Ton assujettit, de plus, F (s) a pouvoir prendre toutes les valeurs possi- 
bles a ^exception. des valeurs (i), le nombre des param^tres dont on dispose 
est dgal a celui de^ conditions que Fon s^impose. Si Ton ne s’assujettit pas k 
cette condition) le nombre des param^tres dont on dispose est infini. 

Grdce k cette circonstance, il etait extremement probable que le probleme 
e^tait toujours susceptible d^une infinite de solutions ; mais |e ne Favais encore 
d^montr^ rigoureusement que dans des cas particuliers. Je vais faire voir que 
cela est. encore vrai dans le cas general. 

En effet, je repartis les valeurs (i) ,en deux classes : , 

I® Les valeurs reelles a,, 0.2^ . . ., a;« ; * 

Les valeurs imaginaires que j’ecris 

pH p2, P/> (p = n—m). 

Soient Pj, les valeurs con jugudes de 





«b ronsiruir*. ««,» F ,.4., 

aes « valeurs Mlm dmnim „i ,,,, . ^ ^ 

nu.n.s .l<>nn.U>s {a.ujug,„!es dm% i . . , , 3 ^, . , j 

mkttn tma^mairen dmnd0M ^atijugudm d^uj- #1 ds‘,t r. 

Soil, <*n effet, 


fix) $mx un jH*!ym>HH< de d^gr^ ^ cwftifii.ia» rf*id*. 
L'diiuatiou 


aura tip — i mcineg 


(lout 3 r - , wroni t#elb,, r du.ni «.. dgaj i, , • ij ^ , 

de wcines imagJnaires. «•«««/,» r t:.,M|.l«, 

So lent 

»<•.)..., 

»(T.)-C„ .... 

naires et conjuguda dea* k imt. ^ ^ ** **^"’”* *'“**““ 

Supposongque 1 'oa alt <»nitruit iina limetitin V im\ 
au-cunedesm + anvaleuwa « 4. ^ l***”''“** }...«4,. 

seuleraent sont iinagina.iti etmll d*' In*”* .» dnni •ip — •„! 

sQua ua® fonctioa F{«) par rd^uatioR ***” *^®^**»"‘*<*’‘ •!*’«» * dm*. lii'«Mi». 


» , («) ne pouvn, p„aa„ Je. q, (. <■ r, , 

tancfon de ». p,(,) '.V ’ ■• *■ (s) « 

ae. », P (4) „e p»„™ ^ “t 

aux conditions imposdes. ■ ijw* |* ( j ) 

En employant un aomfe^ suffisint de fo,'» Ib a *•* . 

commicioa d, F(s) k,<^ d,„, “ «'««• « 
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valetirs reelles donndes. Or ce probleme est toujours possible, ainsi que je Fai 
montr^ dans ma Communication du aS mai. 

On en concliit : 

1° Que toute equation differentielle lineaire a coefficients algdbriques s’int^- 
gre par les functions zdtafuchsiennes ; 

cQprdoiin^e^ ‘des points d’une courbe alg^btique (^uelconque 
s’exprimeiit par des fonctions fuchsiennes d^une variable auxiliaire. 
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Le second membre est un polynome en ^ de degre 2 nz - a et dont les coef- 
ficients sont des constantes, fonctions thetafuchsiennes de a. 

Cela pose, soil n le nombre des substitutions fondamentales de G, multiplie 
par 2 nz — I . On pourra toujours, dans I’expression 

-^•(^) = Ao<p(^, a„) + A,tp(^, aO+----+-A„y(^, a„), 


clioisir les constantes A. et ci de telle s 


sorte que 


Le quotient de deux fonctions telles que $( 5 ) seraalors une fonction fuch- 


2. Parini les Equations lineaires de la forme 




ou (a?) est une fonction rationnelle de dont les inte'grales sont reguli^res 
et dont les points singuliers sont donnds, ainsi que les racines des Equations 
ddterminantes correspondantes, il ne peut j en avoir qu’une telle que x soit 
fonction fuchsienne (de la premiere, deuxibme ou sixi^me famille) du rapport 
des intdgrales . 

II existe un thdoreme analogue pour le cas ou cp (x) est algebrique. 

3. Dans une Note que j’ai eu prdc^demment I’honneur de presenter a I’Aca- 
ddmie, j’ai parl^ d’dquations de la forme (i) dont les integrales dtaient irrdgu- 
li^res et ofi cependant x dtait fonction fucbsienne du rapport des integrales. 
De pareilles fonctions fuchsiennes n’existent pas dans tout I’interieur du cercle 
fondamental, mais seulement dans un espace limits par une infinite de cercles, 
tangents entre eux et orthogonaux an cercle fondamental. 

4. II existe une expression tj^s simple du genre de la relation algebrique 
qui a lieu entre deux fonctions fuchsiennes de m^me groupe. Reprenons le 
polygone gene'rateurdu groupe, etsoient an le nombre des c6tes de la premibre 
sorte et p le nombre des cycles formes de sommets de la premiere ou de la 


5 


ckniiieme riitegtirii! ; lc iturit mm 
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pour Irn fomiliiins de |# |,re,„USr«, di: la dr I4 ,»%iri.,r j.,„,dh. 
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pour les fcjuclbtis des autwm fatnilli**. 
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LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. 94, p. i63-i66 (aS janvier 1882), 


Dans la Note que j’ai Thonneur de presenter a PAcad^mie, je me propose 
d’exposer une m(5thode nouvelle et'rapide pour exprimet une fonction fuch- 
sienne donn^e k Paide de series thdtafuchsiennes. Je suppose, pour fixer les 
id^es, qu’il s’agisse d^une fdncuon du genre o et de la premiere famille. J'envi- 
sage une equation du second ordre : 

. . f 

(0 ^==y 

^ dx^ {x — ai)^ {x — ^ anY* 

je suppose que cp (a?) est un polynome de degre 2/1 — 2, etque, pour les diffe- 
rents points singuliers aj, •••, 00, les int^grales soient rdguli^res, et 

que les differences des racines des Equations determinantes soient respec- 
tiveinent ^ 

I , I I X 

— , — , — y 

H'l \^n 

Je suppose que Pon sache que x est fonction fuchsienne du rapport 5 des intd- 
grales. On pent choisir z d^une infinite de manieres. On pourra toujours le 
choisir de telle facon que, pour^ trks voisin de o^ x soil trds voisin de ai, et 
se developpe de la facon suivante : 


(^) 

Eli posant alors 
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Sou ffl (z) une fonction rationnelle quelconque ne devenantpas infinie a I’intd- 
rieur du cercle fondamental. La fonction ?(^)A(^) jouira de la propriete 
suivante : elle sera egale a une somme de termes de la forme Y — , comme 

on le demontre par des considerations tri:s simples, mais qui cependant ne 
peuvent Irouver place ici. On aura done 

'o{z)K{z)=y y . - 1 

(YZ-5A-+ aiZk-\-^i 
'it^k-^h 

Cette identite a lieu quel que soit Nous pouvons done dcrire 


(4) 

en posant, pour abrdger, 


2 A^F(gA-) , 


e(0=2- 


(^)-TO) 


QC/ t -f- P/ 
'iit -H li 




Cette fonction, si Tony regarded comme une cons tante, est une fonction theta- 
fuchsienne de t. Si Ton rapproclie Pidentit^ (4) des Equations (3), et si Pon 
remarque que, dans ces equations, ^o, — , Zp ont des valeurs quelconques, 
on en ddduira Pexistence d’une relation de la forme 


f /V/'ll/n-l-l 

(^) 0(0= - [Mo+Mi/(0 + M2/2(OH-...-HMp-2//-2(0], 

ofi Mo, M|, • • •, Mp _2 sont des constantes ind^pendantes de t* Les valeurs 
numdriques de ces constantes peuvent ^tre calculdes aisdment k Paide de series 
de m^me forme que 0 et des /? — 2 premiers coefficients &|, 6o, ... , 
de la s^rie ( 2 ). Cette m^thode nous donne done Pexpression d’une fonction 
rationnelle de f ’{z) et de f {z) sous la forme d^une s^rie th^tafuchsienne. 
Connaissant trois pareilles expressions, nous pourrons exprimer rationnelle- 
ment f{z) par des series th^tafuchsiennes. 

On pent, par ce proc^dd, ^crire effectivement certaines relations lindaires 
entre les series thdtafuchsiennes, relations dont j’ai d^montr^ a priori Pexis- 
tence. 

Les m^mes m^thodes sont appli cables, avec quelques ebangements, aux 
fonctions des autres genres et des autres families. 
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groupes fuchsiens a coefficients reels. Mais, parmi ceux~ci, il faut faire une 
distinction . les uns, comme ceuxde la premiere famille, sontdiscontinus pour 
toutes les valeurs imaginaires de la variable, mais cessent de P4tre pour les 
valeurs situees sur Paxe des quantiles reelles, qui e.st une ligne singuliere 
essentielle; les autres, comme ceux de la troisieme famille, sont discontinus 
pour les valeurs rdelles comme pour les valeurs imaginaires de x. Ce sent des 
groupes analogues a ces derniers que je vais d’abord chercher a former. Je vais 
cbercher s’il existe des groupes de substitutions de la forme (i), a coefficients 
reels, qui soient discontinus pour les valeurs reelles de x et de ce qui 
entrainera egalement la discontinuite pour les valeurs imaginaires de ces 
variables, au moins dans une certaine etendue. 

Pour former un pareil groupe, il y a d’abord un moyen qui s’offre de lui- 
rneme a Pesprit. Considerons une forme quadratique 

(^) y, 'S) 

k coefficients entiers ; elle admettra une infinite de substitutions semblables 
a coefficients entiers 

(3) z, ax by cz^ a’ X -h by o' a'' X b“y c" z). 

Les substitutions correspondantes 

( ^ ^ ^ ^ ^ y \ 

{ ^ 1 y j ""'ZTt ! ZJi ^ I 'Tn I I Iff ) 

\ a X -\r o y c a X b y c j 

formeront un groupe discontinu. Si Pon suppose que les coefficients de la 
forme ( 2 ) et ceux des substitutions semblables (3), au lieu d’etre des entiers 
ordinaires, sont des entiers complexes, on obtient encore de la sorte un groupe 
discontinu pour les valeurs complexes de x et dey. 

2. Je veux main tenant montrer comment, de ebaque groupe fuchsien, on 
pent d^duire un groupe forme de substitutions de la forme (i), a coefficiefits 
rdels, et qui est discontinu pour les valeurs reelles et, par consequent aussi, 
pour les valeurs imaginaires de x et de y. Soil 

(4) (a?, y, ax-hby-h cz, a' x -h b'y-^ c'z^ a" x b"y 4 - c'^z) 


une substitution dont les coefficients sont reels, sans ^tre necessairement 
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LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes reiidus de L'Academie des Sciences, t. 94, p. io38-io4o (lo avril 1882 ). 


Je voudrais exposer ici quelques resultats nouveaux et les rdunir a des theo~ 
r^mes anciens, de fagon a en faire nxi easeinble comprenant, comrne cas parti- 
culiers, les rdsultats obtenus par M. Klein par d’autres considerations, et 
exposes par lui dans deux Notes recentes (Math. Ann.., Bd. XIX et XX). 

Soit une equation differentielle lineaire quelconque 


(0 


dx 


H- P/j-2 


dx’^-^ 


P/,-3 


d^-^v 
dx ‘' 



Po =: 0. 


Dans cette equation, Pq, P,, ..., P/i^o sont des functions rationnelles en x 
et eny, et est lie k x par une relation algebrique 

(2) • 


D’ailleurs, une ou plusieurs des foncuons P deviendront infinies pour 
certaines positions du point analytique (x^y): ce seront les points singuliers 
de notre equation differentielle ; a cliacun d’eux correspondra une equation 
deterxninante dont les racines pourront etre irnaginaires ou incommensurables, 
ou bien etre toutes des multiples de ^ ^ etant un entier positif. Dans ce der- 
nier cas, nous dirons que le point singulier est de la premiere categoric; dans 
le cas contraire, qu’il est de la seconde categoric. Je laisse de cote le cas ou 
plusieurs des racines sont egales et qui correspond soit a un point de la seconde 
categoric, soit a un point a apparence singuliere. 

H. P. — 11. 6 
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SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 4$ 

grales algebnques, les series th^azetas, par lesquelles s’expriment nos fonc- 
i.ions zetafuchsiennes, se rediusentd’elles-m^meskdes series thetafuchsiennes ; 
par consequent, les integrales o se ramenent a des fonctions fuchsiennes de ^ 
hees a x par des relations algebriques, puisque nous savons qu’il y a toujours 
une telle relation entre deux fonctions fuchsiennes de m4me groupe. 

Supposons maintenant que notre equation (i) admette des points singuliers; 
les sommets de Ro se rdpartiront alors non plus en un, mais en plusieurs cycles, 
qui sont de la premiere ou de la seconde categorie, selon que les points singu- 
liers correspondants sont de la premiere ou de la seconde categorie. 

Est-ce Ik la seule raanikre d’expritner x,jet(^ par des fonctions uniformes 
de ^ ? Non. 

On pent remplacer F (.s) et F, (3) par deux fonctions F'(;s) etF[(z), 
jouissant des m^mes propridtes, mais qui sont des fonctions kleineennes, ou de 
ces fonctions fuchsiennes qui n’existent que dans une partie du cercle fonda- 
mental. Le passage de F ( 3 ) a F'(3) se fera par V Abbildung du cercle fonda- 
mental sur un certain domaine. 

2 "^ On peut dgaler ^ a une fonction uniforme de et alors y eiv sont 
dgalement uniformes en t] de plus, on pourra choisir d’une infinite de mani^res 
z en fonction de de telle sorte que 

x = y = P = Z(0, 

^ et dtant des fonctions fuchsiennes et Z une fonction zetafuchsienne. II 
est quelquefois plus facile de trouver la fonction que F(s), comme j^en 
ai donnt^ I’exemple dans ma Communication du 8 aout i88i. 

On peut enfm exprimer x et j)/- par des fonctions fuchsiennes F(z) et (^) 
existant dans toute rdtendue du plan ; mais je ne puis entrer ici dans tons les 
details que ce sujet comporte. 
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cercle esL a celui des qiiatre points E/, EJ, B/, snr le 

cercle E/E^.B/B,^.^ ; 

2"^ Qiie les angles curvilignes A/+ B/ sont des parties aliquotes de 2tz, ainsi 
que Pangle curviligne C. 

Dans ce cas, il existe nne substitution lineaire 



-h 0/7 ’ 


dont les coefficients sont reels, et qui change A/Af+4 en B/B/+|. 

En combinanL ces 7 i substitutions, on obtient un groupe discontinu, et ce 
groupe donne naissance h. une infinite de fonctions fuchsiennes qui jouissent 
des proprietds suivantes : 


1^ Elies sont toutes fonctions rationnelles de Tune d'entre elles, que 
j’appelle F(5) ; 

Elies existent dans toute I’etendue du plan; leurs points singuliers 
essentiels sont isolds et en nombre infini, et ils sont tous situds sur I’axe des 
quanlit^s reelles. 

Ces points singuliers sont infiniment mpprochds dans le vo is inage de cei'tains 
points singuliers du deuxi^me ordre; ceux-ci sont infiniment rapprochds dans 
le voisinage de certains points singuliers du troisieme ordre, et ainsi de suite. 
D’ailleurs, les points singuliers de tous les ordres sont en nombre infini. 
Nous avons done la un exemple de ces fonctions du deuxieme genre ^ dont 
M. Mittag-Leffler aparl^dans s^ Communication si intdressante du 3 avril. 

Si nous posons 

x = ¥(z), 

on a 

( 1 ) S = 


dtant rationnel en x- La fonction rationnelle <^{x) a ses coefficients 
rdels; et les points singuliers de l^^quation (i) sont au nombre de 2n et sont 
imaginaires conjugu^s deux k deux. Pour chacun d’eux, les integrales sont 
r 4 gulieres^ et la diffdi^ence des racines de T^quation d^terminante est une 
partie aliquote de Funit^. 

Dans le cas particulier ou Fun ou plusieurs des sommets du polygone 
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UNE CLASSE D’IN VARIANTS 


RELATIFS AUX EQUATIONS LINEAIRES 


Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. 94, p. i4o2-i4o5 (22 mai 1882 ). 


Considdrons deux Equations diffdrentielles lindaires 




. p/ 

d^rn dx»n-X 


dm-\y 




Pig + Pij' = o. 


Je suppose que les fonctions P et P' sont rationnelles en 5? et en z\ z etant 
d^fmi en fonction de x par une relation alg^brique 

f{x,z)z=zQ. 

Je dirai que ces deux equations sont de m^me famille, si I'inl^grale gen^rale 
de la seconde pent se mettre sous la forme 


^ ^Qm— 1 


d'^~^y ^ dff^-^y 

X/«-2 ^ 




y dtant Fintdgrale gdntole de la premiere, les Q dtant des fonctions ration- 
nelles de X et de s, et A une fonction quelconque de ces variables. Supposons 
que les fonctions P et P' soient de degrd ddtermind, de facon que leurs coef- 
ficients soient en nombre limits. 11 y aura certaines fonctions de ces coef- 
ficients qui auront la m^me valeur pour toutes les Equations d’une m 6 me 
fanaille. Je les appellerai invariants de famille. 



suppose saa 
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a les, c est a dire a, C|, Co, Cm- Gonsiderons la fonction ration- 
nelle — 6 + f Elle sera de degre — 2, et elle aura 3 + m + A infmis doubles. 
Combien faut-il de conditions pour qu’une fonction R de degre — 2 et ayant 

n infinis doubles puisse se mettre sous la forme ^tant ralionnel? II 

en faut n — I , et ces conditions, ainsi que les coefficients de o, s’expriment tres 
simplement en fonction des coefficients de R. Ici nous aurons done 2 + A 4- m 
conditions, et, comme h d’entre elles sont satisfaites d’elles-mdmes, nous 
satisferons aux autres a I’aide des m 4- 2 parametres arbitraires qui restent 
dans i|/. On rdsoudra done I’equation 

ce qui se ram^ne a un probl^me purement alg^brique. Puis on formera I’equa- 
tion dont I’intdgrale generale s’dcrit 




y etant 1 irxLegrale g^n^rale de (i). Cette Equation sera de m^me forme que (i), 
elle sera de m^me famille que (i), et elle n’admeUra qu’un point apparent 
qui sera d. Les coefficients de cette Equation seront les invariants de famille 
cherchds. 

La question pent se trailer par la m^me analyse dans le cas le plus g^n^raL 
Un probl^me se presente maintenant: je suppose que les A* points singuliers de (i) 
soient donnds ; peut-on disposer des 2 k — 4 invariants^ de telle fagon que le 
groupe de Pdquation (1) soil quelconque? Gela n'est pas evident a priori^ 
mais la consideration des fonctions zetafuchsiennes permet de le demontrer. 


H. P. - H. 
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Nous trouvons d’abord aisement que, pourpouvoir etre mise sous la forme (i), 
Pexpression (2) doit s’annuler quand z vient en un des sommets de la 
deuxieme categoric du polygone Rq. 

Supposons line Jois pour toutes cette condition remplie. 

Les fonctions telles que (2) peuveat ou bien admettre des infinis (nous 
dirons alors qu’elles sont de la premiere esp^ce), ou bien n’en pas admettre, 
auquel cas elles seront de la deuxieme esp^ce. De m^ine, les series telles 
que (i) seront (sauf des cas exceptionnels que nous laisserons de cdu^) de la 
premiere espi^ce et auront des infinis si H (^) a des p6les a rinK^rieur du 
cercle fondamental. Dans le cas contraire, elle sera de la deuxieme espece et 
n’aura pas d’infini. > 

Je dis d’abord que toute expression de la forme (2) et de la deuxieme espece 
pent ^tre egal^e a une s^rie de lix form'e (i) et de la deuxieme espece. En effet, 
on d(^montre que toutes les expressions de la forme (2) de la deuxieme 
esp^ice peuvent s’exprimer lin^airement a I’aide de p d’entre elles, p etant un 
nombre entier facile a determiner. Le theoreme enonce sera done demontre si 
j’etablis qu’il est possible de mettre sous la forme (i) p expressions telles 
que (2) lineairement independantes entre elles. Or, dire que cela est impos- 
sible, ce serait dire que toutes les series (i) de la deuxieme espece peuvent 
s’exprimer lin( 5 airement a I’aide de p — i d’entre elles. Mais je dis qu’il n’en 
est pas ainsi. ‘ 

En effet, supposons que toutes les series (i) de la deuxieme espece puissent 
s’exprimer liridairement k I’aide de j? — i d’entre elles, que j’appellerai 
@2? •••7 0 / 7-4 • Soient ^4, ^2, .--t p points choisis au Jiasard k rint^rieur du 
cercle fondamental. On pourra toujours trouver p nombres A|, Ao, ..., A;, tels 


qu’on ait 


•4-A2 0i (-^2) . .~t- A.p 01 — 0, 


On aura alors 


Ai 02 (^ 1 )’ , -+- A2 02(^2) Hh . . .+ Ayj 02 (i^/Si) — 0, 



Ai 0yr;-i(^i) -4- A 2 Qp~i{z 2 ) . .-4- Xp (dp-i{zp) = o. 

Al 0(.5i) ■+■ -^2 ^(’^2) ■+“. * Ap 0(.^y5) = O, 


(^) designant une serie quelconque de la forme (i) et de la deuxieme espece. 
Cela pos(^, consid( 5 rons la fonction suiyante : 


^ ^ JmJi Oiia -h Pi 
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une qiielconqae des substitutions de notre gToupe fuclisieii, 


et posons 


(z — a) {yz -f- S)2'«~-2(Ya + S) 2 /n-i ‘ 


On aui'a identiquement 


“) - (Y^ + sr— « «) =2 • " (5 


a/ a H- 


i ■+■ 


(yia H- 0 /)-“ 2 /// ~ 0(a), 


0 (a) designant une serie (i) de la deuxieme espece, oii a est regardee comme la 
variable independante. Si done on pose 

A(s) = A, A2<t>(^, ^2) .-f- A„^I>(5, Zj,), 

on aura ^ , 

/ a ^ >l_ R \ 

^(77Y^j = (T- + S)2-2«A(^); 
on cn conclut que A (s) est de la forme 


di) 


F etant rationnel. D’ailleurs I’expression (3) s’annule comme I’expression (a) 
quand vient en un des sommets de la deuxieme categoric. II scrait done 
possible de construire une fonction telle que (3), admettant p infinis, s, , Sa, . . . , 
choisis a/'I>UraiVe7nenietn’en admettant pas d’autre. Or on demontre que cela 
ne se pent pas. Done I’hypothese faite au ddbul est absurdc. Done toutc ex- 
pression (2) de la deuxieme espece pent se raettre sous la forme (i). 

Je dis maintenant que toute expression (2) de la premiere espbee pent se 
mettre sous la forme (i) (en supposant toujours qu’elle s’annule quand .s vient 
enunsommetdeladeuxibmecategorie). En effet, on pourra toujours cons- 
truire une sene (i) ayant les m^mes infinis que I’expression (2), donnee avec 

les memes residus. La difference de I’expression (2) donnde et de la serie (i) 
amsi formee sera une expression (2) de la deuxieme espbee qui pourra se 
mettre sous la forme (1). II en sera done de m^me de I’expression (2) donnee. 

II resulte de ce qui precede que toute fonction fuchsienne, n’existant qu’a 
I’mterieur du cercle fondamental, pent s’exprimer d’une infinite de manieres 
par le quotient de deux series de la forme (i). Des principes analogues sont 
applicables aux fonctions fuchsiennes qui existent dans tout le plan. 
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LES GROEPES DES EQUATIONS LINEAIRES 

Comptes rendus de VAcadeinie des Sciences, t. 96 , p.. 691-694 (12 mars i 883 ). 


La determination compline du gTOiipe d/ime equation differcnticlle linc^aire 
a coefficients ration, nels cst Pun des problemes les plus importants que Pon 
rencontre dans la tiiiorie de ces Equations. M. Fuchs a donne, dans le Tome 75 
du Journal de Crelle^ tin moyen de calculer les coefficients de ce groupe 
avec line approximation indefinle ; mais il y a beaucoup d’autres moyens d’arri- 
vcr an meme resultat. 

Je considcre en particulier Pequation suivante : 

Z = 1 

en siipposant 

SB/=o. 

Ce que je vais dire s’appliquerait d’ailleurs a tine Equation lineaire quel- 
conquc, ct je n’ai envisage Pequation (i) quo pour fixer les idees. 

Soicnt Yi et deux integrales de Pequation (i) ddfinies par les conditions 

suivantes : pour oc = o, Jn J 2 ? ^ ^ se reduisent respectivement a 

I, ()*, o et I. 

Si Ton consIdf;re un instant x el les a,- comme des constantes, les A/et les B; 
comme variables, il est aisc de voir que y, , y., ^ ct ^ sont des fonctions 
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entieres des A/ et des B/, et peuvent etre developpees suivant les puissances 
croissantes de ces quantiles en series toujours convergentes. 

Supposons maintenant que Ton fasse decrire a x im contour fcrme quel- 
conque G en partant du point o et y revenaiit ; soient G et les valeurs 

finales dey^, jo? ^ et elles seront des fonctions entieres des A et des B. 

Quand on 'tera decrire a le contour envisage, el se cliangeron't respecti- 
vement en 

hy2- 

Soient Sj et So les racines de I’equation en S, 

(^1 — S) (jf2— S) — .Sojfl = o. 

Si 1 on connaissait, pour tous les. contours possibles, les valours de S, et 
de Sa, le groupe cherche sera entierement determine. Or on a constaminent 

SiS2=.5ii?2 — ..^2^1= I. 

T1 reste a determiner 

Si S 2 = .Sl ■+• ^2‘ 

La valeur de s’obtient imme'diatement quand le contour G n’enve- 

loppe qu’un point singulier ou les enveloppe tous. II I'este ii etudicr le eas ou 
ce contour enveloppe plusieurs points singuliers sans les envelopper tons. Dans 
ce eas, + u s’exprime par une serie ordonnee suivant les pu issances des A; et 

des B,-, et les coefficients sent des somines de terines que I’on pent fiinncr 
coinme il suit : , 

Posons 

A(a:,a,.) = log(r— £V 
\ a<7 

A(ar,a,,a2)= r 

Jo a? — aj ’ 

A(a;, a,, a,,a 3 ) = f A (a;, =^ 1 . 

Jo a:-a.., ’ 

Soil enfin A (C, a,, a,, . . . , a^) I’integrale 

/y* « CCQj . / , 
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prise le long du contour G. Les coefficients de notre serie seronL des sonimes 
de teinnes de la forme A(C, a,, a2, a^), les ai, etant, dans un 

certain ordre, les points singuliers ao, • . . , chacun de ces dernierspou- 
vant etre repete un certain nombre de fois dans la serie des a. Ces coefficients 
peuvent done etre calcules par quadratui'es. 

Voici un autre moyen de former le groupe de requation (i). Soient a, 
et deux points singuliers, G, et Co deux cercles ayant pour centres a\ et ao 
ne contenant aucun autre point singulier et ayant une partie commune P. 
Soient et [j.,, A2 et |jio les racines des equations determinantes relatives a 
et a cu. L’equation admettra quatre iiitegrales : 


= (x — ^ 2 )^* cp2(a7 — a^), ft, z=z{x — — <^ 2 )? 


oil les o et les sont des series ordonnees suivant les puissances de x — et 
de X — a2, et convergentes toutes quatre a Pinterieur de P. On aura d’ailleurs 


(.3) 


7 i= a73-H P745 
72 = Y73 + 3^*4; 


j- 

dx ~ dx ^ dx' 

ill ^ I 

dx * dx dx . 


Si I’on pouvait determiner les valeurs de a, j 3 , y, 0 pour toutes les combi- 
naisons deux a deux des points singuliers, le groupe cherche serait complete- 
ment determine ; mais, avec les suppositions que nous avons faites sur les 
cercles Ci et Go, on pent substituer, dans les equations (3), les valeurs des jk 
donnees par les equations (2), en donnant kx une valeur fixe x^ sltuee a 
Pinterieur de P. On a ainsi a, p, y, 0 sous forme de series ordonnees suivant 
les puissances des A, des B, de ^0 — de ^0 — 

Dans une prochaine Note, je montrerai, si PAcademie veut bien le 
permettre, comment on pent toujours ramener le pi'obleme au cas on Ponpeut 
tracer deux cercles Ci et Co satisfaisant aux conditions enoncees plus haut. Je 
inontrerai egalement comment les resultats precedents peuvent s’etendre au cas 
des integrales irregiilieres et le lien intime qiPil y a entre ce dernier cas et 
divers problemes de Mecanique celeste. 
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Compies rendus de V Academic des Sciences^ t. 96, p. i3o2-i3o4 (3o avril i883). 


3. Dans line Note (^ue j ai eu 1 honneur de presenter a PA cade in le le 12 mars 
dernier, j’ai montre que, pour former le groupe d'une equation lineaire, il 
suffisait de connaitre, pour toutes les combinaisons deux a deux des points 
singuliers, quatre coefficients a, y, o, et que ces quatre coefficients s’expri- 
maient aisement par des series lorsque, envisageant deux points singuliers Ui 
et ao, on pouvait construire deux cercles C, et Co, ayant pour centres 
et ao, ne contenant aucun autre point singulier et ayant une partie commune. 

Supposons maintenant que Pon trace deux figures F, et Fo, satisfaisant aux 
conditions suivantes ; 1 ° elles auroixt une partie commune ; 2 ^ la figure F^ 
contiendra le seul point singulier et la figure F^ le seal point singulier j 
3 la figure F^ se composera de la partie commune a deux cercles qui se coupe- 
lont aux points et (3^ sous un angle Tcyj j la figure Fo sera de m^me liinitee 
pai deu:^c circonferences se coupant en oco et (Bo sous un angle rcyoj il est dvi- 
demmeut to uj ours possible de construire deux pareilles figures. 

Les equations des quatre circonferences qui limitentles deux figures F< etFa 
seront 


^ — ao 

= ^ 2 , 


X — aj . 

X CXo ^ 


1 

A, = (a-''®- filial y-, 
\ «i — Pi / 


. / -ihg, — ao \ Ta 

Aa = e ^ , 

V osa— pj/ 


Posons 


SUR LES GROUPES DES EQUATIONS LINEAIRES. 


Soient h\ et Ii^ les quantiles imaginaires conjuguees de et de lu. Posons 
encore 

^ _ ? 2 -“ -^2 

Si nous reprenons les notations de la Note citde, nous aurons 

j/j = cp, (zi), JK 2 = ) a rinterieur de Fi 
et 

^3 = ^>^2 cp2(22), a rinterieur de Fg. 

Soient alors un point de la partie commune a et a Fa, et les 
valeurs correspondantes de Z{ et de z^] il est clair que les coefficients a, fi, y, 5 
s’exprimeront en series ordonnees suivant les puissances des A, des B, de z\ et 


4. Supposons maintenant que I’on envisage une equation de la forme 
suivante : 

cp [x) etant une fonction uniforme de x devenant infinie pour x=zo^ de telle 
sorte que le point x = o soil un point singulier dans le voislnage duquel les 
integrales soient irregulieres. On pent cherclier les raclnes de requatioii 
determinante qui correspond a une rotation du point x autour du point singu- 
lier ^=o. On voit aloi's, en appliquant les principes exposes plus liaut, quo 
ces racines sont des fonctions entieres de a. 

5. De meme envisageons des equations de la forme suivante : 

-jf = (A- = 1,2, n), 


ou les Oik sont des fonctions periodiques de t developpables suivant les sinus 
et les cosinus des multiples de Cherchons Pequation deteinninante D de la 
substitution que subissent les integrales quand t s’accroit d’une periode. 
Nous verrions ais(^ment que les racines de celte equation sont des fonctions 
entieres de a. 

6. Un probDme analogue se presente en Mecanique celeste lorsqu’on etiidie 
les variations seculaires des excentricites ; seulement les fonctions sont 
H. P. - II. s 
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developpees suivant les cosinus et les sinus des arcs (mX + /^pL) m et tz etant 
des entiers et X et p. des constantes donnees. On pent trailer directement ce 
probl^me comme le precedent, on plutot le ramener au precedent en supposant 
les moyens mouveinents commensurables, ce qu’on pent faii'e avec une erreur 
aussi petite qu’on le vent. Les periodes des variations seculaires dependent 
alors des racines de I’equation determinante D definie plus haul, et sent 
developpables suivant les puissances croissantes de a, quel que soil le module 
de a. Lorsqu’on calcule ces periodes comme on le fait d’ordinaire, e’est-a-dire 
en supprimant dans les fonctions tons les termes non seculaires, on ne 
trouve que le premier terme de ces series, le terme qiii contient a a la pre- 
miere puissance. Le terme suivant, qui est de I’ordre de a-, est d’ailleurs tres 
petit, a cause de la petitesse de a. 




SUR 


LES FONCTIONS FUCHSIENNES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences, l, 96, p. 1485-14B7 (21 mai i883). 


1. Dans line Note que j’ai en rhonneur de presenter a rAcademle, le 
18 avril 1881, j’ai fait voir qu’on pent tonjours construire Line fonction fuch- 
sienne F (z) qiii pent prendre toutes les valeurs possibles, exceple n valeurs 
donnees a<, cxo, . , a,i qui sont toutes situees sur un mchne cercle (je suppo- 
serai, par exemple, que le module de ces n qnantites soit egal a i). II est tres 
important de determiner eOectivement cette fonction et de savoir calciiler, 
avec line approximation indefinie, les coefficients de son groupe G, piiisque 
c’esL la la premiere operation qu’on doit faire quand on vent integrer une 
equation lineaire. Voici iin moyen d’arriver a ce resultat. Siipposons le pro- 
blem, e res 0 111. 

La fonction F (z) donne la representation conforme sur un cercle d’lin 
certain polygone curviligne Rq, et rinterleur dii cercle fondamental se trouve 
divise en une infinite de polygones Ro, Ri, . . ., Lous congriients ou symetriques 
a Ro - Reunissons un certain nombre de polygones Ro, Ri, • • • , R^pour former 
un polygone total S. 11 y aura une fonction fuchsienne ^p(^) qui donnera la 
representation conforme de S sur un cercle ; son groupe sera contenu dans G, 
etnoiis aurons Identiquement 

F = H(cp), 

H etant i’algorlthme crime fonction rationnelle. II est d’ailleurs aise de calculer 
les coefficients de H quand on connait les nombres a,, <23, an et la 
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disposition relative des poljgones R„, R,, R^. On pent done calculer o 

en fonction de F. 

On pent prendre S assez grand pour que le cercle concentrique an cercle 

fondaraental, et qui a pour rayon i — a, soit tout entier a I’interieur de S. On 
a alors 

mod — ^ > mod cp > mod 

d^oii 

limmod9 = mod^ (pour a — o). 

Soient , Zq les transbrmees de o par diverses SLibstitations de G ; 

nous pourrons calculer par ce precede mod 5,, mod;;^, mod ce qui 
suffit pour determiner G. 

2. Sou y une integrale d’une equation lineaire a coefficients ralionnels en x. 
Dans une Note que j’ai eu I’lionneur de presenter a rAcademie, le cS aout 1881, 
j’ai fait voir que Ton pent trouver une fonction fuchsienne F(5) telle qu’en 
substituant F (;:) a la place de x, y devienne fonction uniforme de s. Mais il y 
a une infinite de raanieres d’obtenir le m^me resultat, ainsi que le prouvent 
les travaux ulterieurs de M. Klein et les miens. Ainsi I’on pent trouver une 
fonction luebsienne <s{t) plus simple que F {z), et telle qu’en substituant o (^) 
a la place de x^ y devienne une fonction uniforme de t. On aura d’ailleurs 

Z = d-(2), 

(z) etant une fonction uniforine de z, qui demeure inalteree parungroupe ^ 
forme d’une infinite de substitutions lineaires 

\ ’ 'Itz + at)' 

Voici un moyen de former £ en fonction de z et de demontrer, en mdme 
temps, ail moins dans la grande majorite des cas, I’existence de la fonc- 
lion cp [t). Nous aurons 

(') logmod£ = y logmod^ii±if 

et 

n= 00 

logmod; = limu„= u«-i). 

n = Q 

Voici ce que e’est que u„. Supposons que Q, Q, G„ soient des con- 
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tours s’enveloppant miituellement et interieurs au cercle fonclamental, Un sera 
la partie reelle d’une fonction 0,^ dont la partie reelle est nulle le long de C,/, 
et qui reste finie a Pinterieur de ce contour, excepte aux points oil + 

et oil la difference ©/^ — log — reste finie. 

‘ ^ Y/s 4- 0/ 

Sauf dans certains cas exceptionnels, on pent demontrer la convergence des 
series (i) et (2). 


3 . Les meunes principes et le beau theoreine de M. Schwarz [Monats- 
berichte, octobre 1870) permettent de demontrer la proposition suivante, qui 
pent presenter quelque interet a cause de sa generalite : 

Soil y= f {x) une fonction non uniforme de x, d^ailleurs quelconque. 
On peat toujours trouoer une variable z, telle que Von ait 

^ et etant deux fonctions uniformes de z^ iVexistant qiVd Vuiterieur 
d^un ceiple. 
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LES GROUPES HYPERFUCHSIENS 


Comptes rendus de V Acaddmie des Sciences^ t. 98, p. 5o3-5o4 (26 fevricr 1884 ). 


Les substitutions hyperfuchsiennes se subdivisent en substitutions ellip- 
tiques et hyperbollqiies, si on laisse de cote certains cas |)arLiculIers. 
Appelons polaire dii point (a, |3) la droite 

aoa? -H PoJ" = I. 

Dans les subslllutions elliptiques, la polaire de chaciin des l.rois poiuLs 
doubles passe par les cleuxautres. Dans les subsLlluLions hy[>erl)oli(pies, deux 
des points doubles sent sur I’liypersphere 

(G a;a;o-l-_K7o= I, 

et le troisifeine est le pole de la droite cjui joint les deux autres. Soient (a, [3) 
et (y, h) les deux premiers points doubles situes sur riijperspbere. 

Considerons rhjpersphere 

+ ?)(ro-|3o) = 

oil je SLipposeiai que s est tres petit. On pent toujours supposer que le iiiulti- 
phcateiir de la substitution hjperbolique est assez grand pour cpie les trans- 
formes de tons les points de rhjpersphere ( 2 ) qui sont inUirleurs a Tbyper- 
sphere (i) soient aussi pres qu’on veutdu point (y, S). Cela ne seralt plus vrai 
des points exterieurs a (i). 

Cela pose, imaginons n substitutions hjperboliques S,, S 2 , S^. 
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Soient (a/, et (y/, 8/) les points doubles de S/. Solent S/ une hypersphere 
— a/)(:ro— a/o) •+• (j — P/o) = £• 

et la transforinee de cette sphere par S/. On pent toiijours supposer les e 
assez petits et les miiltlplicateurs des substitutions assez grands pour que les S/ 
et les S'- n’aient aucim point comniun d Vinterieur de V hypersphere (i). 

Envisageons un domaine D limite par riiypersphere (i) et par les surfaces S/ 
et S'.. D pourra etre regarde comme le domaine generateur du groupe des subs- 
titutions S. La consideration de ce domaine inontre que ce groupe est discon- 
tinu a rinterleiir de riiypersphere (i). La discontinuite pent meme s’etendre a 
un domaine plus vaste, mais non pas ii toutes les valeurs des variables - 

On est done alnsi conduit a une classe de groupes hyperfuchsiens, tout a 
fait difl'erente de la classe decouverte par M. Picard et analogue a la troisierne 
famille de groupes fuchslens. 

Pour pouvoir appliquer a la theorie des groupes hyperfuchsiens les methodes 
qui m’ont I'eussi dans I’etude des groupes fuchsiens, 11 est necessaire de 
generaliser la notion des invariants analogues a la longueur, a Tangle et a la 
surface. Posons 

a7o d'.'T H-yo = P ^ dx(^-\-y ^yo=P<^^0) 

y dx — X dy = p du^ yo dxo — Xq dyo= p di/o- 

L’lnt(5grale 



est un invariant analogue a la longueur. 

II existe aussi un invariant qui doit ^tre assimile a Tangle. Soient M, N, P 
trois points dont les coordonnees soient (a?, y), ( -j- ds, y -y dy)^ 

^ Sj); T invariant cp, analogue a Tangle NMP, sera defmi par 


T^quation 


[ du ouo ■ 
dll duQ 


V- dUQ^ll £3?^ 0^o^- ^ 

p2)2 y ,-p-i J 

dt dto 1 r oiA Buq Bt ot 

7zr^JL(._p.). + — 


II existe egalenient des invariants analogues a la surface ou au volume a trois 
ou k quatre dimensions. 

Celul de ces invariants qui est analogue au volume a quatre dimensions a 
d^jk ete signale par M. Picard. 
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LES FONCTIONS FUCHSIENNES 

ET 

LES FORMES QUADRATIQLES TERNAIRES INDEFINIES 


Comptes rendus de VAcademie des Sciences, t. 102 , p. 735-787 ( 29 mars 188G). 


Une forme quadratique ternaire inddfinie peut toujours s’ecrire (en changeant 
au besoin tous les signes) de la facon suivante r 


ou 


X = ax -h by -{- cz, 


Fix, y,z)=. Y2-XZ, 

Y = a' x-i- b'y -\-c'z, Z == a"x b" y d'z, 


les a, les b et les c etant des nombres reels quelconques. 

Soient maintenant a, p, y, S quatre nombres reels tels que aS _ By = , 
Posons 


X'= a^X -h Y -}- Y^Z, 

Y == ap X 4- (a6 -H Py ) Z, 

Z^= P*XH-2p5Y4- S2Z, 

X'=ax'+by+cz', Y’^a'x'^b’y^c’z', Z' a" x' ■+- b" y' ^ c" z' . 

J’appelle S la substitution qui change m, y, z en x' , y' , z' . C’est une substi- 
tution lin&ire et, comme on verifie aisement I’identite' 


Y'*-X'Z'=Y2-XZ, 


on voit que S n’alt^re pas la forme F {x, y, z). 

Si les coefficients de S sont entiers, on dit que S 


est une substitation 
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semblable de la forme F ; si ces coefficients, sans ^tre entiers, sont rationnels, 
nous pourrons dire qiie S est une substitution semblable fractionnaire de F. 

Si les coefficients de F sont entiers, les substitutions seniblables forment 
un groupe discontinu G. A la substitution S faisons correspondre la substi- 
tution A.U groupe G correspondra ainsi un groupe g qui sera un 

groupe fuchsien. 

Nous sommes ainsi conduits a nous servir de ce que nous savons des groupes 
fucbslens pour I’appliquer a Fetude du groupe G. Si nous envisageons, par 
exernple, les cycles formes par les sommets du poljgone generateur, nous 
verrons d’abord que la so mine des angles d’un cycle ne pent etre egale qu’a 

(s’il n’y en a qu’un), h. tt, a a ^ on a o. 

il y aura un cycle ou cette somme sera tc, si F pent etrc transformee par une 
substitution de determinant i ou p. en une forme telle que 

-h -I- 2 h"xy -f- « 

11 y en aura un ou cette somme sera ^ si F pent etre transformee par une 
substitution de determinant i ou 2 en une forme telle que 

a" z--\- ax^-h ay^, 

11 y en aura un ou cette somme sera ^ ^ou bien si F pent etre trans- 
formee par une substitution de determinant i (ou bien 3) en une forme telle 


a 0. b" (xy — y ^ ). 


II y en aura un ou cette somme sera o si F pent representer 0 , c’est-a-dlre 
si F satisfait aux conditions du paragraphe 299 des Disq. arithin, Dans ce cas, 
le groupe fuchsien sera de la deuxi^me ou de la sixieme fcunille. Dans tous 
les autres cas, il sera de la premiere. 

II est un autre point sur lequel je desirerais attirer rattention. On pent se 
demander s’il existe pour une function fuchsienne f {z) un theoi'^me analogue 
a ce qu’est le theoreme d’addition pour les fonctions elliptiques, c’est-a-dire si 
Ton pent trouver une relation algebrique entre /(^) et /(^T), T designant 
une substitution lineaire n’appartenant pas au groupe g de la fonction f{z). 
Pour cela, il faut et il suffit que les substitutions communes aux deux groupes 
fuchsiens g et T"^ forment encore un groupe fuchsien. 




H. P. - II. 
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II ne semble pas qu’il en soil ainsi en general; on sail pourtant que cela a 
lieu pour la fonction modulaire; car si/(^) d^signe cette fonclion, et n un 
entier quelconque, il y a une relation algebrique entre/(s) et f 

La m^me propriete appartient aux fonctions fuchsiennes /(^) engendrees 
par un gronpe^, lorsque ce groupe^' correspond, comme il a ete dit plus haut, 
au groupe G des substitutions seinblables d’une forme F. 

Considerons luaintenant le groupe des substitutions seinblables fraction- 
/tatres de la forme F; ce groupe ne sera plus discontinu. Soit alors il una 
quelconque de ces substitutions seinblables fractionnaires, et soit a la substi- 
tution de la forme qui correspond a S de la meme manicre que _g'- 

correspond a G. II y aura une relation algebrique entre f(z) et/(^tr). 

Poui obtenir ce resultat, il faut s’appuyer sur le principe suivant : 

Sou r le groupe des substitutions lineaires ii coefficients entiers ct de deter- 
minant 1 . 


Soit T' un sous-groupe d’indice fini contenu dans T. On peut conveiilr de 
ne considerer deux formes comme equivalentes que si I’on pent passer dc Fiiiie 
a I’autre par une substitution de F. On peut faire ensuite, ;i ce nouveau point 

de vue, la theone de la reduction des formes quadratlqiies : ellc ne dilFerera 
pas de la tlieorie ordinaire. 
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ET 

L’EQUATION 

^.u = e"- 


Comptes rendus de VAcadeniie des Sciences^ t. 126 , p. 637-630 (28 fevrier 189S). 


Parmi les equations de la forme 


(0 


d-v 




oil cp est uiie fonction rationnelle de deux variables et y liees par ime rela- 
tion algebrique donnee 

parmi toutes ces Equations, dis-je, qui admettent des points singuliers donnes 
et de telle facon que la difference des raciiies de chaque equation determinante 
soit un entier donne, il y a toujours une ‘equation fuchsienne, c’est-a-dire 
engendrant des fonctions fuchsiennes. 

Nons avons donne de ce fait, M. Klein et moi, une premiere demons iration 
fondee sur le principe de continuite. Plus tard, M. Picard a ramene la question 
a I’integration de Pequation 

( 3 ) b.11 = 

et il a demontre I’integrabilite de cette equation par une methode qu’il a ima- 
ginee et qui consiste a retablir d’abord pour un domaine assez petit pour 
Petendre ensuite au plan entier. 

Voulant eviter ce detour, j'ai chercbe une methode nouvelle dont je vais 
exposer maintenant le principe. 
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J’mLrocluis la surface de Klein: c’est Line surface ferniee; a tout point reel 
de cette surface correspond iin point iinaginaire de la courbe (2) et inversenieiit. 
Je pose d’ailleurs 


D = t^u 


dQ 
doi ’ 


ou d(ki est un element de la surface de Klein et dQ releinent correspondarxt 
du plan des L’equation (3) se rainene alors a la forme 


(4) 


DU = 0eU— cj), 


ou 0 et sont deux fonctions donnees, la premiere toujours positive. 

Le probleme de la formation de Pequation fuchsienne se ram^ne a la deter- 
mination de la fonction U qui doif. etre partout finie. 

L^analyse repose siir certaines inegalites tres simples cjui se deduiscnt cruiie 
remarqiie unique : si U est maximum, DU est negatif; si U est minimum, DU 
est positif. 

Je commence par integrer Tequation 
(5) Dw = cp, 

oil o est donnee; cette integration n’est possible que si 

cp doj = 0 , 




I’integrale etant etendue a tons les elements do) de la surface de Klein. L^equa- 
tion (5) est de meme forme que Tequation bien connue de la tlieorie du 
potentiel 


: 


qidon integre par la fonction de Green. L’equation (5) s’integre par un pro cede 
analogue; la fonction qui joue le role de la fonction de Green est la partie 
reelle d’une integrale abelienne de troisieme espece facile a former. 

J’etudie ensiiite requatioii 


(6) 


D = Xt] w — cp — X'L 


oil 7), o, A sont trois fonctions donnees, la premiere toujours positive et oil X 
est un parametre positif. 

Je montre d’abord que Tequation est Integrable pour les petltes valeiirs de X 
et que I’integrale pent se developper suivant les puissances de X. Je montre 
ensuite que, si elle est integrable pour X = elie le sera encore pour les 
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petites valeiirs de X — \q el que I’integrale pent se developper suivant les 
puissances de A — Aq. Je conclus que Peqiiation est integrable pour toutes les 
valeurs positives de X. 

II y a un cas oii cette niethode est en defaut. G’estquand le polygone fuchsien 
a des somrnets sur le cercle fondainental ; dans ce cas il y a des points on les 
fonctions t) et 9 deviennent infinies comrne 

I 

Dans ce cas, d’ailleurs, la methode de M. Picard est egalenient en defaut. Je 
ne puis entrer dans le detail des artifices que j’ai du employer pour triompher 
de cette difficulte. Cela a ete la partie la plus longue de mon travail. 

Je me bornerai a dire que I’integrale est toujours finie, qirelle pent se deve- 
lopper suivant les puissances de X, mais que les termes du developpement 
peuvent devenir infinis. 

G’est ainsi que la fonction reste finie pour = o, si X est positif; qa’elle 
pent se developper suivant les puissances de X 

X2 

t 4- X loga; — (loga7)2-H. . 

mais que les termes du developpement deviennent infinis pour x =^ 0 . 

Cette difficulte vaincue, j’aborde Pequation 

( 7 ) D ZA = 0 e"' — cp — 

ou 9, cp et A sont conitus et positifs, et ou X est un parametre positif. 

Je suppose qu’on sache int(%rer Pequation (7) pour X=:o; je puis alors 
former une serie pi'ocedant suivant les puissances de X et satisfaisant a(7)- 
J’obtiens chaqiie terine par I’integration d’une equation de la forme (6 );et, 
grace aux inegalites tUablies au debut, je montre lacilement que la serie 
converge, si X est assez petit. 

On pent demontrer alors de proche en proche, comme pour Tequation (6), 
que I’equation est inlegrable pour toutes les valeurs positives de X. 

En resume, Pequation (4) est integrable si (I> est toujours positif, et il est 
aise de conclure qu’elle Test encore pourvu que 

(8) ^ > o. 

Cette condition est necessaire et suffisante. Il re^te^a verifier que cette 
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condition (8) est remplie dans les applications que Ton a a faire aux fonctions 
fuchsiennes. Cette verification est facile. . 

On pent entrevoir la possibilite d’une demonstration rigoureuse fondee siir 
le calcLil des variations. II est aise de former une integrale double qui doit etre 
minimum si Pequation (4) est satisfaite. Mais ce genre de raisonnement n’est 
pas satisfaisant, parce que, cette integrale dependant d’une fonction arbitrairc, 
il n’est pas certain qti’elle ait un minimum proprement dit. 

Heureusement, dans le probleme qui nous occiipe, la fonction 
inconiiue o{x^y) doit satisfaire a certaines conditions; elle depend seulement 
d’un nombre fmi de constaiites iiiconnues. La fonction u dependra done elle- 
meme d’un nombre fini de constaiites inconiiues. Notre int^rale double, ne 
dependant plus d’une fonction arbitraire, mais d’un certain nombre de para- 
metres arbitraires, aura certainement un minimum et la demonstration pourra 
devenir rigoureuse. 
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ACADEMIE DES SCIENCES 


GEOMETRIE 


GRAND PRIX DES SCIENCES MATHEMATIQEES 

(PRIX DU BUDGET) 


Cominissaires : MM. Bertrand, Bonnet, Puiseux, Bouquet; Merniite, rapporteur. 


Comptes rendus de F Academic des Sciences^ t. 9^, p. 55i-554 (i4 niars r88i). 


L’Academic avail propose pour sujet d’un grand prix des Sciences mathe- 
matiques a decerner en 1880 la question suivante : 

Perfectionner en quelque point important la theorie des equations diffe- 
rentielles lineaires d une seule variable independante . 

Six Memoires ont ete envojes au Concours. Quatre d’entre eux, inscrits 
sous les n°® 1, 2, 3, 5, temoignent cliez leurs auteurs d’une science etendue et 
d’un esprit ingenieux. Nous allons en rendre compte succinctement. 

Dans les travaux dont la theorie generale des equations differentielles 
lineaires a ete recemment Pobjet, on a eu principaleinent en vue d^obtenir 
Fintegrale dans les cas ou elle pent s’exprimer par des fonctions uniformes de 
la variable. Les belles decouvertes de M. Fuchs, qui ont joue le principal role 
dans ces recherches, servent egalement de base pour Tetude plus profonde et 
plus difficile entreprise par Fauteur du Memo ire n"* 1 , portant pour epigraphe : 
« C'est id un Iwre de bonne foi^ lecteur^ » II part de ce fait que la trans- 
forinee d’une equation differentielle lineaire obtenue en substituant a la 
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variable independante une fonction qiielconque d\ine nouvelle variable est 
line equation lineaire de meme ordre, et qu’il en est de meme si I’on multiplie 
Pinconnuepar une seconde fonction arbitraire de cette nouvelle variable. Cela 
etant, I’auteur se propose de determiner ces deux fonctions, de manibre que 
I’equation transformee so it a coefficients constants, ou bien soit integrable au 
mojen de fonctions uniformes, simplement rationnelles ou doublement pe'rio- 
diques. Ces questions sont, comme on voit, aussi importantes que difficiles; 
la solution complete et generale qui est exposee dans le Memoire montre un 
talent matliematique de Fordre le plus eleve. Rien n’est plus interessant que 
de voir s’introduire dans cette recherche de Galcul integral les notions alge- 
briques d’invariants qui ont pris naissance dans la theorie des formes, et ces 
nouvelles combinaisons faire apparaitre les elements caches dont depend, sous 
ses diverses formes analytiques, Fintegration d’une equation donncie. C’est a 
M. Laguerre qu’est due Fidee ingenieuse et profonde des invariants et co variants 
des equations differentielles lineaires; il en a tire pour les equations du 
troisi^me et du quatrieme ordre plusieiirs beaux theoremes, et M. Brioschi s’est 
aussi occupe avec succes du meme sujet; mais Fauteur du Memoire que nous 
analysons en a encore mieux fait ressortir toute Firnportance. 11 y joint unc 
consideration qui joue egalement, dans ses recherches, un rcVle essentiel : c’est 
celle du genre d’une equation algebrique entre deux variables, introduite en 
Analyse par Riemann et qui est si souvent employee dans les travaux de notre 
epoque. Des applications exposees avec tons les details necessaires offrent un 
grand nombre de resultats entierement nouveaux et du plus haut intdrdt. Nous 
nous bornons a citer comme particulierement remarquables des Equations du 
troisieme et du quatrieme ordre contenant un param^tre arbitraire, puis d’autres 
d’oi'dre Impair se rattachant a la division de Fargument dans les fonctions 
elliptiques, dont la solution, qui n’est pas une fonction uniforme, est obtenue 
par ces transcendantes. Nous jugeons que ce Memoire a ajoute a la theorie des 
equations differentielles lineaires des methodes generales etdes resultats d’une 
haute importance, et qu’il est digne du grand prix des Sciences mathd- 
matiques. 

Le Memoire n'^ 2 porte Fepigraphe suivante : « Per j aciliora ad dijjiciliorci 
deveniendum. » II renferme des recherches interessantes sur les integrales algd- 
briques que pent admettre Fequation 

dP- y dy 
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oil p ei q sont des fonctions rationnelles de x. L’auteur demontre diverses 
proprietes de ces integrales et donne iin precede pour les trouver, quand elles 
existent. C’est un bon travail qiii merite d’etre signale dans ce Rapport. 

Le Memo ire n® 3 a pour epigraplie : « Nous sommes si malheureux ^ que 
nous ne pouvons prendre plaisir d une chose qidd condition denous f etcher 
si elle reussit mcd. » 

L’auteur s’y occupe principalement des proprietes des integrales dans le 
voisinage de leurs points singuliers. Ces points, connus a priori^ sont les 
points singuliers des coefficients. On considere d’abord un point singulier x^ 
tel que les coefficients restent nionotropes dans une couronne ayant ce point 
pour centre. Soit y une fonction quelconque de la variable arbitraire x] 

1 ’auteur represente par le symbole 6(j') la nouvelle valeur acquise par cette 
fonction lorsque le point dont x esL I’affixe fait une revolution autour du 
point Xo- Un changeinent de variable independante permet d’etablir, entre la 
theorie des equations diflerentielles lineaires et celle des equations aux dif- 
ferences a coefficients constants, un rapprochement qui donne immediatement 
les principales proprietes de I’integrale etudiee. 

Dans le Memoire n° 5, qui porte repigraphe sulvante : « Non inultas 
prernor », I’auteur traite successivement deux questions entierement dillerentes, 
dont il fait Fetude approfondie avec un talent dont la Goininissioii a ete extre- 
mement frappee. La seconde question, qui recoit les developpements les plus 
(^tendus, concerne de belles et importantes I'ecberclies de M. Fuchs, dont nous 
indiquerons en quelques mots Fobjet. M. Fuchs s’est propose de determiner 
sous quelles conditions on definit une fonction unilorme en egalant a une 
indeterminee le quotient des Integrales d’une equation differentielle lineaire 
du second, ordre. Les resultats si remarquables du savant geometre presentaient 
dans certains cas des lacunes que Fauteur a reconnues et signalees en comple- 
tant ainsi une theorie analytique extremement interessante. Cette theorie luia 
suggere Forigine de transcendantes comprenant en particulier les fonctions 
elliptiques et qui permettent d’obtenir, dans des cas tres geneiaux, la solution 
des equations lineaires du second ordre. C’est la une voie feconde que 1 auteur 
n’a point parcourue en entier, mais qui temoigne d’un esprit inventif et 
profond. La Commission ne pent que Fengagerapoursuivre ses recherches, en 
signalant a FAcademie le beau talent dont il a fait preuve. 

En resume, la Commission, a Funanimite, en renouvelant Fexpressibn de la 
satisfaction avec laquelle elle a etudie les excellents Memoires soumis a son 
H. P. - II. 
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jugement, decerne le prix a I’auteur du Memoire inscidt sous le n'’ 1, el 
exprime le desir que ce travail puisse ^tre insdre au Recueil des Savants 
etrangers; elle propose en outre d’accorder des mentions trds lionoraLles aux 
auteurs des Memoires inscrits sous le n“ 5 et sous le n“ 3. 

Les conclusions de ce Rapport etant adoptees, M. le President precede a 
I’ouverture du pli cachete qui accompagne le Memoire n° 1, et proclame le 
nom de M. G.-H. Halphen. 

L’auteur du Mdmoire inscrit sous le n“ 5 s’est fait connai tre et a deraande 
qu’il flit procedd k I’ouverture de son pli cachete. M. le President a proclame 
le nom de M. H. PoiwcARt. 


SUR LA THLORIE 


DES 

FONCTIONS FUCHSIENNES 


Memoires de VAcademie natiojiale des Sciences, Arts et Belles-Lettres de Ccteii^ 
pour 1S82, p. 3-29. Caen, 1881. 


Dans line serie de Memoires presentes a PAcademie des Sciences 
[i®** juin 1S80 (^), i4 et 21 fevrier, 4 et iS avril, 28 et 3o mai, 27 juin i8(Si], 
j’ai etiidle ime classe de fonctions dont les transcendantes elliptiques et 
modulalres ne sont que des cas particuPiers et que j’ai appelees fonctions 
/uchsie/ines. Mon inLention est de resiimer ici quelques-iuis de ines resultats 
et de doniicr line idee generale des methodes qiii m’y ont fait arriver. 

1, J ’envisage line infinite de substitiitions llnealres, 

y/cZ -i- o/c 

O ll 

a/,3/, — p4.YA= I. 

L’lndlce k varie de zero a Pinfini de telle sorte que mais les substi- 

tutions sont rangees dans un ordre d’ailleurs arbitraire. Je recherche s’il existe 
line fonction F (z) uniforme et telle que 

F(z/,) = F{z). 

11 est claIr que les substitutions lineaires (1) doivent former un groupe et 
que ce groupe dolt etre discontinu, c’est-a-dire que la partie du plan oii la 


(^) II s’agit ici clu Metnoire presente an Concours et mentionne dans Particle precedent. Ce 
Memoire est arrive a I’Academie le 28 mai 1880. Ses trois supplements sont parvenus respecti- 
vement aux dates suivantes, 28 juin, 6 septembre et 20 decembre 1880. G. D. 
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fonctioii F existe pent etre divisee en regions R„, R/i- telles qiie, 

lorsque ^ est interieur a Rq, zji soil interieur a R/^. 

A chacane des substitutions (i) correspond de la sorte une des regions R. 
A I’interieur de cliaciine de ces regions se troiive Pun des points Ces divers 
points ^/fS’appellent points correspondants de Tls serontaussi correspondants 
entre eiix. Deux regions R seront dites limitrophes^ lorsqiPelles seront conti- 
gues tout le long d’un arc de leur perimetre. Si deux points correspondants 
sont dans deux regions limitroplies, je dirai qu’ils sont limitrophes . Les subs- 
titutions qui correspondront aux regions limitroplies de Ro seront les substi- 
tutions j ondamentales . II est clair, d’ailleurs, qiie toutes les sul)stitutions du 
groupe seront des combinaisons des sidistitutions fondainentales. Par conse- 
quent, le groupe sera enticrement determine qnand on connaitra ces sid)stitu- 
tions fondainentales. 

2. J’appelle X Paxe des quantites reelles. 

Je suis done amene a cherclier tons les groupes discontinus qui soul foiMnes 
de substitutions lineaires ; et Lout d’abord, ceux dont toutes les subslitutions 
ont des coefficients reels et que j’appclle groupes fachsiens. De jmreillcs 
substitutions conservent les angles, elles ebangent les cercles rii cercles et les 
cercles ayant leur centre sur X en cercles ayant leur centre sur X . Soient a, 
deux quantites imaginaires ; a^, j3' leurs conj uguees ; je pose 

Envisageons deux arcs de cercle a|3 et yo ayant lours centres sur X. Si Pen a 

(a, P) = (t^ o), 

il existera une substitution a coefficients reels qui cliangera a[i cii yo; je Pap- 
pelle la substitution (a, p, y, o). 

Le groupe fuchsien etant discontiriu, une portion du plan qui est la par lit; 
situee au-dessus de X sera partagee en regions Ro, R/,, ainsi quo je Pal dil 
plus liaut. Mais par un raisonnement tres simple, je mbntrc qiron pent tou- 
jours supposer que ces regions sont des polygones curvilignes situcs tout 
entiers au-dessus de X et dont les cotes sont de deux sortes; ceux de la pre- 
miere sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la 
deuxieme sorte sont des segments de Paxe X lui-raeme. 

Deux cotes consecutifs de la premiere sorte seront ainsi separes par uu 
sommet situe au^dessus deXet que j’appelle sommet de la premiere categorie, 
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ou j)ar nil soaiinel siluc; sur X cl (jiic j’appelle soivunel de la douxlome 
caldgorii;, ou |>ar uii ccic do la deux-icirui sorle que j’appclle par exlciision 
sonnncl d(‘ la ti*oisieme cate^oidr. 

(iracii a ccllc coiiveui ion, il csl, (dair (pui i’oii rrriconlrc, rn suivaut Ic |)cri~ 
tuclrc' dll polyi;(uui, alliu’ualivcuuuil uii <‘dl,d do la |)r(unirre sorlc cl un sommel 
d(* rune des Irois cale^ories. I jc e<>l('5 qu'un r(‘neontrera aprcis un siiiriinel donne 
sera 11 “: c()u\ suivanl, \c soiuinel ([iTon reneonlrera ensuile sera le sommet sui- 
vanl, 

(Ihaeune des suhsliluiums fondamiuilali^s du f»‘roupe chan^iira le pidy^inie 
eurvili^iu; Ixq (vn un poly^one 1 iinllr(>|>li(i, el par ('.onsequeiil run des coles de 
la preinitua^ sorle di) de, Ivo tui un aulre (‘die <'(l de ee ln(nn(^ |)o[ygone. Gela 
monlre qiu^ l(\s (a'llds de la juaunlent sorle de Ho soul en nondire pair (^l se 
riqiarlisstuil cu [lainis* Si diuix (a'lles dJ), cd a||parliennenl a la iniune paired, ils 
soul dils conjtis*'(if\s (U. ron doil avoir 

— (c, d). 

,!(» vais iiiaintiuianl la^parlir les sonunels (Ui <‘yel(;s di^ la inani(U‘e suivanle : on 
parlira d’un soiuiuel queleonque, on envisaj‘‘era 1(^ edUi suivanl, puis son con- 
juginS puis li‘ sonunel suivaiil, puis l<i e(>l<'i suivanl, [uiis sou eonju^’iur puis 
1(! soinnuU, suivanl, el ainsi <\c suil.e, jus(ju,’a (‘e ([ue rain revinnne an 
sonunel qiu a s(vrvi di; poinl d(‘. d<q>arl. Tons 1 (ls sonunels renconirds di^ la sorle 
apparliiuulronl a un nuune ey(d(U II esl (dair (pro l.ous I(ls sonunels d’lui nunne 
eyide dev ronl a|)parl{Uiir a la nuune (‘al,('i;'ori(u 

Un polyj;<m(j Ho (el l<^ groupe ruelisi(‘n (i (airresjuiiularil) sera de la |)renu(U‘e 
ranullii si ions s(*s sonunels soul de la prerniei‘(^ (!al<*<^()rie ; dit la d{uixiiMne 
ranilll(‘, s'ils soul Ions de la d(uixi('un(i eal('‘}i,(nvie ; de la Iroisiiune, sals soul Ions 
de: la Iroisiiune t;al(?^(>rie ; le [loly^one Ho de la quairiiune (ami lie, s’il a 

d(LS sonuiuels de la diuixlimuj el de la iroisiiune (‘.aUi^'orie ; de la eiii(|ui(une, sdl 
a d(is sonunels de la pnuni(‘r(^ (U. de la troisituiui (‘aKigorle; de la sixiiune, s 11 on 
a dt^ la preinieia^ el di^ la deuxieine eal(‘^orie; el enlin d(^ la seplidnuy, s’il en a 
de loules les <aU irles. 

(^)uand on eon nail le pol yy^'one Ho el la (lislrihuli(ni de scs colds en paires, le 
j^‘roup(j fu(disien esl enlierenuinl (ktlermiiu*, car on connail ses sul)sliluli()ns 
fondamentakxs. Si par (*\(unpli* a/>, cd soul (kmx c.dl(;s (uni j uj^iids, rune des 
snhsiilnlions fondanuuitales sera la subslllulion (a, />, c, On sanra cons- 
iruire 1(* p(d)| 4 on(^ cur\ iliyne H (pii sera coul.ig'u a Ro Ic lun|;' d(5 ceZ, car ce sera 
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le transforme de Rq par la substitution (a, 5, c, d). On saura construire de 
meme tons les poljgones limitroplies de Rq le long d^iin quelconque de ses 
cotes; et tous les polygones limilrophes de ceux-ci, et ainsi de suite. Pour que 
le groupe soit discontinu, il faut que les polygones ainsi obtenus recouvrent 
loute la portion du plan situee au-dessus de X et ne la recouvrent qu’une fois. 

Soient A un point quelconque interieur a Rq, B un point exterieur ii Rj,, mais 
situe au-dessus de X ; je joins A et B par une courbe quelconque, AMB uc cou- 
pant pas X. Cette courbe sortira de Ro par un des cdtes Co de ce polygone et 
1 on pourra construire, coinme on I’a vu plus haut, le polygone R, limitrophe 
de Rj le long de Go; si la courbe sort encore de R, par un des cdtes G, de ce 
polygone, on construira de meine le polygone R 2 limitroplie de R, le long 
de C, ; je dis que, apres un nombre fini d’operations, on arrivera a un poly- 
gone R„ contenant a son interieur le point B. Gar si cela n’etalt pas, il y aurait 
un point de AMB dans levoisinage duquelles polygones R seraient infiniment 
petits. Or, on demonlre qu’un polygone transforme de Ro par uneisulwtitution 
lineaire a coefficients reels ne pent dtre infiniment petit que s’il est infiniineat 
VO is in de X. 

II reste a examiner si le polygone R„ obteiiu est le meme quel que soit AMB, 
on (cequlrevientaumdme) s’il se reduit a R„ quand AMB se rediiit ii un 
contour ferine AM A. Soit done AMA un contour ferine quelconque; decom- 
posons-le en une infinite de contours infiniment petits. Pour qii’en sui- 
vant AMA on retombe sur R,,, il suffit qu’en parcourant un quelconque des 
contours infinitesimaux, on retombe sur le polygone d’ou Ton est parti. Or, 
cela arrivera evidemment pour tout contour qui n’enveloppera aiicun sommet 
de la premiere categorie, et il suffit d’ailleurs d’etudier les contours H qui 
enveloppentles soniinets de R^, carle contour qui enveloppe un soimnelde R* 
se comportera coimne celui qui enveloppe le sommet correspondant de Ro. 
Pour qu’en decrivant I’un quelconque des contours H, on retombe sur Ro, il 
faut et il suffit que la somme des angles da polygone de Ro, correspondant 
a des sommets de la premiere categorie appartenant d an meme cycle, soit 
une partie aliquote de stu. 

3 . Telle est la condition ndeessaire et suffisante pour que R„ donne nais- 
sance a im groupe fuchsien. 

Citons quelques exemples de polygones Rp conduisant a des groupes fuch- 
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Premieh CAS. — Je suppose que Ro soil uii polygone de 2.11 cotes dont !es 
soiumets se succedent dans Pordre suivant : A, Ao, A„, 

5^2 5^4 j les coles A ^ Ao , AjBo, AoAg, B^B^, ... j A;^-A/,.|_i , Bj^B/f_j_i 5 .. .5 A7iA7^_i,45 
seront con] ugiies ; il y aura alors 7^ + 1 cycles formes respecllvement 
des so mm els 

All A2, B2j A35B3; A4, B45 •••) A/fjB/^; 

On devra avoir 

( Aj, A2) = ( Aij B2), (A/,-, A^-t-i ) = ( (A, 7, — (B/?, A^-f-i), 

et les angles A^ , Ao + Bo, A3 + B3, . . A/^ -h B,/, A„^, devront elre parties 
aliquotes de 2 tt:. 

Deuxieme CAS. — Je fais les m6mes hypotheses que dans le premier cas, mais 
je suppose de plus que Lous les sommets A^, Ao, ..., A/^^i, B;^, , ..., Bo, A, 

sont sur X et que tons les angles sont mils. 

Troisieme cas. — Je fais les inemes hypotheses que dans le premier cas, je 
suppose de plus que le polygone est symetrlque par rapport a A^ A77^^ et que 
cette drolte est perpeadiculaire a X. M. Klein m’a fait I’honneur de m’ecrire 
que ce cas particulier lui ^tait connu depuis quelque temps, et que, sans avoir 
rien fait imprlrner sur ce sujet, il y a fait une fois une allusion dans son cours. 

Quatrieme cas. — Je fais les memes hypothtises que dans le troisieme cas 
et je suppose de plus 71 = 2. Je retombe ainsi surle cas etudie par M. Schwarz 
dans le Tome 75 du Journal de Crelle, 

CmQuiEME cas. — Je suppose que les sommets du polygone Ro sont succes- 
sivement A|, A2, Ao^^, et que les cotes opposes soient conjugues. On devra 

avoir alors 

(A/,'j = ( A/i-j-yt-f-i, A;h-a-). 

Si 71 est pair, tons les sommets appartiennent au meme cycle et la somme de 
to us les angles doit etre partle aliquote de 2 ti. 

Si 7 % est impair, il y a deux cycles, formes, Tun de to us les sommets de rang 
pair, rautre de tons les sommets de rang impair. La somme de tons les angles 
de rang pair comme celle de tons les angles de rang impair devra etre partie 
aliquote de 2^. 

SixiEME GAS. — L’un des cas particuliers les plus remarquables des groupes 
fuchsiens, c’est celui ou les coefficients des substitutions (i) sont entiers; c’est 


So 
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ce cas qiii a fait robjet des interessantes recherclies de M. Klein sirr les fonc- 
tions mo dll la ires. 

4 . J’appelle points singaliers d\m gronpe fnchsien les points dans le voisi- 
nage desqiiels les polygones R sont infmiment petits; pour les groiipes des 
premiere, deuxieme et sixieme families, tout I’axe X est vine ligne singuliin'e ; 
pour ceux des aiitres families, les points singuliers sont isoles sur X, quoiqiie 
en nombre infini. 

Si G est de la premiei'e, de la troisieme on de la cinquieme famille, je dirai 
qu’ime fonction imiforme ne presente d’aiitres singularites quc celles de G, si 
tons ses points singuliers sont ceux de ce groupe. 

Supposons maintenant que G est de la deuxienie, de la qiiatrierne, <le la 
^ixierne ou de la septieme famille, de la deuxienie par exeniple pour fixer les 
idees. II pouri'a toujours ^tre regarde comme un cas particuller d’un grou|)e 
variable G^ satisfaisant aux conditions suivantes : tons les groupes seront 
isomorphes entre eux et derives d’lm meme nombre de substitutions fonda- 
mentalesj les coefficients de ces substitutions seront des fonctions rationnclles 
d'un parametre u. Pour u>o^ le groupe G' sera de la troisieme ftimille; 
pour u = o, il se reduira a G et sera de la deuxieme famille. Je dimi alors 
qu’une fonction F(5) n’a d’autres singularites que celles de G quand elle 
poiirra etre regardee comme la limite d’une fonction n ayant d’autre sin- 

gularite que celle de Gb 

5 . Outre les groupes fuchsiens, j’ai etudie dans ines communications des 
27 jiiin et 1 1 j uillet 1881 les groupes discontinus formes de substitutions Lelies 
que (i), mais ou Pa, h sont imaginaires. M. Klein ayant le premier 
donne un exemple remarquable de pareils groupes, je les ai appelds groupes 
kleineens, Ne pouvant donner ici, faute cFespace, la maniere de les former, je 
renverrai aux communications citees. 

6. Envisageons le groupe fuchsien G et la decomposition correspondante 
de la portion du plan situee au~dessus de X en polygones curvilignes Ro, 
R,, ....Decomposonsdemmnelapartie du plan situee au-dessous de X en 
polygones curvilignes R;R;, ..., symetriques de Ro, R^, .... 

Soit 
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J’appelle respectiveineiit fonction f achsienne et fonction thetaf uchsieiine 
deux fonctions F(ij) elS(z) uniformes, telles que 

(m etant un entier), et ne presentant d'autres slngularites que celles de G. 

Je dis d’abord qu’ll existe de pareilles fonctions. Envlsageons, en effet, la 
serie 

( 2 ) . S,. (Y/.3 + = e(3), 

\Y4-5 -h 0/J 

oil m est un entier plus grand que i et ou H(^) est une fonction rationnelle 
de .s n’ayant pas d'infinl reel. 

Je dis que cette serie est convergente. Goiisiderons d’abord la serie 


Envlsageons une aire Co inter ieure ii Rq; quand ^ reste interleur a Co, 
reste interleur ii une aire Ca-, interleui'e elle-meme a Ra*. Si reste interleur 
a Co, t restera interleur a une aire Cy, et a une certaine aire C/. ; et 11 est 
clalr que les alres C' seront interieures an cercle qui a pour centre I’orlglne 
et pour rayon Tunite, et n’enipleteront pas les lines sur les autres. I^a somine 
des alres C^ est done finie, c’est-a-dlre que la serie 


est convergente. SI Cy etait infinlment petite, on aurait 


Cy etant finl, sera compris entre la plus grande et la plus petite valeur que 
piiisse prendre mod quand t reste interleur a Cy. Mals on demontre 

que le rapport de cette plus grande et de cette plus petite valeur reste (ini, 
quel que solt k. La serie 

^ la plus grande valeur de mod 

est done convergente, et par consequent 11 en est de indme de ^ mod 
et de la serie (3 ). 

Mais on a identlquement 

(zH- /— 


H. P. — II. 
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et le module de (i; -f- y/ — i) ii^iugmeiile pas indefinimeiit avec k. La 

serie ( 2 ) est done coiivergente et sa somme est independante de I’ordre cle ses 
termes. J’ai suppose qiie ^ etait interieur a Ro, mais le me me raisoniiement 
s'appliquerait dans tons les cas possibles, pourvii que ne soil ni uii infiiii 
de H, ni un point singulier de G. 

La fonction definie par la serie ( 2 ) est done iiniforme et n'a d’autres points 
singiiliers essentials que ceuxde G. Si G est de la premiere, de la deiixieme 
ou de la sixieme famille, elle n’existe qurni-dessus de X, et toiite cette droite 
est pour elle une ligne singuliere essenlielle. Si G est d’une autre famille, elle 

existe dans tout le plan et ses points singiiliers sont Isolds, quoiqiie en nombre 
infini. 

Si G est de la premiere, de la trolsieme ou de la cinquieme lamllle, B(o) 
n’aura, d^ipres la definition du paragraphe 4, d'autres singularltes que cellos 
de G. Si G est d\ine autre famille, de la deuxieme par exemple, on I’envisa- 
gera comme un cas particuller d’un groiipe variable G^, alnsi qidil est dit au 
paragraphe 4; la fonction O(^) sera alors un cas partlculier dame fonc- 
lion 0 ^( 5 ) formee avec G', comme elle Pest avec G; on demontre que 0^(:;) 
est une fonction continue de u pour a — o et pour a > o; daiu 

0(5) = lim0'(^). 

Mais {z) n a d'autres slnguUmtes que celles de G'; done 0 (,:?) n’a, d'apres 
la definition du paragraphe 4, d’autres slngulariles que cclles de G. 

Elle jouit d’ailleurs de la propriete 

0 ( 5 /,) = 

G’est line fonction thetafuchsienne. 

7. II est facile de troiiver le nombre des zeros et des infinis de 0(s) intcL 
rleurs a Ro- Les infinis de 0(^) sont en elTet ceiix des fonctlons ration- 
nelles H(^a)- Considerons un quelconque des infinIs de IlfG) sltvie au-dessus 
de X, et par consequent dans I’un des polygenes de R. A cet infini corres- 
pondra un infini de chacune des fonctlons 0 ^' chacun de ces infinis sera 

dans un polygone R difierent; run d'eux sera interieur a Ro ; 11 resulte de la 
que le nombre des infinis de 0(^j interieurs a Ro est egal a eelul des infinis 
de H(;5) superieurs a X. Ce nombre est done finl. 
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Pour avoir celui des zeros, on preiidra rintegrale 

J e(^) 

le lono' du perimelre dc Rq. Si G esL de la pi'emiere, de la troisieine ou de la 
clnquieme fainille, ce cal cud ne preseiite aticime difliculte, car la somine des 
integrales prises le long de deux coles conjugues de a ime valeur Lr^s 
simple. 

Si G esL d’uiie autre fainille, on considerera ©(^) de m^vme qu’au para- 
graplie 4 coinme un cas particiilier de 0 ^( 5 ); la fonction 0^ etant continue 
pour le nombre des zeros de 0 sex'a egal au nombre constant des zeros 

de 0'. Dans tons les cas, on trouvc que le nombre des zeros est lini. 


8. Gomme le quotient dc deux fonctions tlietafuclisiennes correspondaiit a 
un meme groupe G et a unc menie valeur de in est une fonction fuchsienne, 
Pexistence des functions fucbsiennes se trouve demontree. Ccs functions ne 
pourront prendre a rinterieur de cbacune des regions R un nombre infini de 
fois la meme valeur. 

Soient deux functions fucbsiennes F et F^ coiTespondant a un meme 
groupe G; a cbacune des valeiu's de K correspondra un nombre fini de valeurs 
de et I'eciproquement, de telle sorte que F et F^ seront liees par une rela- 
tion algebrique. Tonies les fonctions fucbsiennes correspondaiit a iin meme 
groupe seront done fonctions algebriques les unes des autres. Elies s'cxprlme- 
ront r'ationnellement cn fonctions de deux d'entre elles que j'appelle x et p et 
entre lesquelles il y a une relation 

(5) f{x,y) = o. 
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9. Si G esL de la premiere, de la deuxieme ou de la sixieme famille, el 
si H (z) n’a pas d’infini siiperieiir a X, la fonction 0 (' 3 ) n’a pas d’infini el est 
holoniorphe dans toute la region situee au-dessus de X, c’est-a-dire dans toute 
la re gion ou elle existe. Elle pent done toiijours etre representee par une serle 
ordonnee suivant les puissances de t. 

Lorsque G est de la premiere famille, et si le nombre entier m reste cons- 
tant, toutes les fonctions ©(;^) sans infini s'exprlment liin^airement par un 
nombre fiiii d’entre elles. 

10. La premiere question qui se presente est la determination du genre p 
de la relation (5). On Tobtiendra en cherchant le nombre des cycles dlstliicts 
que Ton pent faire decrire an point analytique (.r, y) dans son plan multiple. 
Ce nombre est egal a ap. Je remarque d’abord que, quand y decrit iin cycle 
dans son plan, ^ decrit dans le sien iiii arc de courbe dont les extremities sont 
des points correspondants a, a,. On obtiendra done tous les cycles eii joignant 
un point a a chacun des points correspondants par tous les arcs de courbe pos- 
sibles. 

J^appellerai un pared arc, arc cyclique. Un cycle evanouissant est un cycle 
qui n’enveloppe aucun point singulier ; Parc cyclique coiTCspondant sera dit 
aussi ec>anouissant, 

Je suppose, pour fixer les idees, que G soit de la premiere, de la deuxieme 
ou de la sixieme famille. II est clair qiril faut I'ejeter d’abord tous les arcs 
de courbe dont les extremites se confondent et qui se redulsent a un contour 
ferme^ car on pent decomposer un pareil contour en contours infinitesimaux^ et, 
si 5 decrit un contour infinitesimal^ (rr, y) ne pent decrire qu’un cycle eva- 
nouissant. De meiUe deux arcs de courbe a/na,, a;ia 4 ayant m^unes extremites 
ne donneront pas naissance a deux cycles distincts, car le premier est equi- 
valent au second, plus le contour ferine ai/iama^. J’obtiendrai done tous les 
cycles distincts en joignant le point a a chacun des points correspondants par 
un seal arc de courbe. 

Je dis de plus qu’il suffira de le joindre aux points correspondants limi- 
trophes. En efiet, soit a^- un point correspondant de a non limitrophe de a; on 
pourra trouverune serie de points correspondants 

a, ai, ag, a/_i, a/, 

de telle facon que deux points cOnsecutifs soient limitrophes. L’arc cyclique aa/ 
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sera alors la reunion des arcs cycliqiies aai, ^i-i 

points a/^, etant llmilrophes, Tare cycllque aAOc^t+i sera equivalent a un 

arc oLOir, oLr etant limitroplie de a. Uh cycle quelconque pent done s'obtenir par 
une combinaison d’arcs cycliques tels que aa^.. 

Soient maintenant R, le polygone dans lequel se Lroiive a./, ab le cote de Ro qui 
le separe de Ri ; a’ b' son conjugue. II est evident que les arcs cycliques aa\ 
aa,-, bb^ sont equivalents. 

D’ou la regie suivante pour former tous les cycles distincts : 

On consid^ire un sominet quelconque a, le cote suivaiit, son conjugue, le 
sommet suivant a' el I’on joint aa^ 

Mais ce noinbre de cycles distincts peut encore etre redult si Ton remarque : 

1 ° Que, si ab^ b' sont deux cotes conjugues, les arcs cycliques aa' et bb' 
sont equivalents; 

2 ® Que tout contour ferine est un arc cyclique e^aiiouissant; 

3® Que, si les points a et se confondent, I’arc aa' est evanoulssant, 

11 . Appllquons ces prlncipes a quelques exemples : 

Supposons-nous places dans le premier cas du paragraplie 3 qui comprend 
le deuxi^me, le troisleme et le quatrieme. En appliquant la regie precedente, 
on trouve les arcs cycliques 

AjAi, A2i^2i As 63^ .* • « ? A/j 

Tous ces arcs soul equivalents, car A*Aa+,, BaBa+, etant conjugues, les 
cycles AaBa- et Aa+,Ba+i sont equivalents. Mais I’arc A, A, est evanouissant. 
IjQ nombre des cycles distincts est done nulj la relation (5) est de genre o. 

Dans ce cas, toutes les fonctions fuchsiennes s’expriinent rationnellemenl 
au moyen de Tune d’entre elles que j’appelle x, etdans requation(6) odevlent 
une fonction rationnelle de x devenant infinie pour n + i valeurs de a; . 

a,= F(A,), ^2= F(Aj) = F(B2). ^3= F^Aj) = FlBDi •••• ««+i = F(A„+i). 

Les points singuliei's de I’e'quation (6) sont a,, Si 1 on n est 

pas place dans le deuxifeme cas, les integrales sont regulieres dans le voisinage 
de chacun de ces points singuliers, et la difference des racmes de 1 equation 
deterininante est une partle aliquote de I’linite. 

Dans le deuxieine cas, il peut arriver, ou bien que les integrales soient irre- 
gulieres, ou bien qu’elles soient reguliiires et que les racines de I’dquatlon 
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de'terminante soient egales. De plus, il est evident que, dans ce deuxieme cas, 
la fonction fuchsienne x ne pent prendre aucune des valeurs a,, a,, . . 

Le nombre des parametres arbitraires dont on dispose est egal an nombre des 
conditions qu’on s’imposerait en assujettissanl a,, a^, a avoir des 

valeurs deterimnees. Mais une discussion speclale est necessaire pour savoir si 
Ton peut effectiveinent disposer de ces parametres pour satlsfalre a ces condi- 
tions. J’ai fait cette discussion dans quelques cas particuliers, et j’al reconnu 
qu’on peut toujours obtenir pour a,, des valeurs reelles donnees 

quelconques et que si /i, = 3, on pent obtenir pour a,, a,,, des valeurs 

reelles ou Imaginaires quelconques. 

On peut done toujours construire une fonction fuchsienne F(s) ne pouvanl 
devenir egale a aucune des quantites 

quelles que soient les valeurs reelles de ces quantlte's, ou bien encore ne pou- 
vant devenir egale a aucune des quantites 

<3^1, ^2, ^3, <74, 

quelles que soient les valeurs reelles 011 imaginaires de ces quantites. 

a Supposons-nous places dans le cinquienie cas. 

Je dis que le genre de (5) sera ^ si n est pair et si 71 est impair. 

En ellet, supposons d’abord, pour fixer les idees, « = 4. En appliquant la 
riigle, on trouve les arcs cycliques 

AiAe, AjAg, A2A7, A1A4, 

A2A5, A4A7, AgAc, AgAg. 

Gomme chaque arc de la premiere ligne est equivalent a celiii qui est au- 
dessous de lui dans la deuxieme ligne, on peut s’en tenir aux quatre arcs 
de la deuxieme ligne, qui sent tons distincts. Le genre est done egal k 2 . 

C. Q. F. D. 

Soit maintenant ;z = 3; en appliquant la r^gle, on trouve les arcs cycliques 

A1A5, AgA,, A5A3, 

A2A4, A^Ag, A6A2, 

les arcs de la deuxieme ligne ne sont pas distincts de ceux de la premiere. Ceux 
de la premiere, eux-m^mes, ne sont pas distincts entre eux, car, place's bout a 
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bout dans Tordre suivant 


AjAji, A5A3, A3A1, 


ils ferment un contour ferine. 

II reste done deux cycles distincts et le genre est egal a i. c. q. f. d. 

12. Je dis que n fonctioiis 

cpi(^), cp2(5), 

sont des fonctions zetafiichsiennes si elles sont imiformes, si elles jouissent 
de la propriete 

cpx(s/,) = A'fx’ H- A‘5’ 92 (-) + . . . + A;,*{ ?„(3) 

(les A etant des constantes, dont le determinant soit egal a i) et enfm si elles 
ne preseiitent d’autres singularites que celles de G. 

Les substitutions lineaires 

y'l = K%yi -f- A^5’ri • • • + 

devront evidemment former un gToupe H isomorphe a G. 

J’appellerai 

"l,X> ^2,X’ *•*’ 

les mineurs du determinant des 

Cela pose, je considere les groupes G et H coimne donnes, et j ’envisage 
n fonctions rationnelles de H^(s)’, convenablement choisles. 

Je foiane les series 

( 7 ) 4.x(-) = II, (^A.) -4- H 2 ( 3 a) - 1 -. . .+ H„(.3a)] {'!k3 4- S/, 

Ces series sont convergentes, pourvu qiie rn soil assez grand. 

Elles jouissent de la propriete 

( -s/,: ) = [ A{3^’ ( -s ) h- AJ3! ( ^ ) h- • • • + ;1 ‘J'/I ( - )] ( YA- 2 + 0 /, )2/« . 

On demontre dans tons les cas possibles (comme pour les lonctions theta- 
fuchsiennes) que ces fonctions n’ont d’autres singularites que celles de G. Les 
fonctions 

oil est line fonction thetafuchsienne quelconque, sont alors des fonctions 

zetafiichsiennes. 

II est clair que tout determinant a ii lignes, ou chaque ligne sera formee 
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d’un systeme de n fonctions zetafuchsiennes, sera lui-meme ime fonction 
fuchsienne. D’autre part, si x est la fonction fuclisienne definie au para- 
graphe 8, les derivees d’ordre m des par rapport a x formeront un 

systeme de n fonctions zetafuchsiennes. 

11 resulte de la qu’un systeme de n fonctions zetafuchsiennes 






satisfait a une equation lineaire de la forme 




■ ~d^ P«-l ^ H- = o. 


ou les P sont rationnels en x t\.y. 

13. Comment peiit-on reconnaitre quelles sont les equations lineaires qul 
sont integrables par les fonctions zetafuchsiennes ? Je ne puis examiner cette 
question dans toute sa generalite sans depasser les homes que je m^impose 
dans ce resume. Je me bornerai a quelques exemples. 

Considerons Tequation 


( 8 ) 




oil les P sont rationnels. 

i Supposons d’abord qu'elle ne presente que des points singuliers reels. 

50 lent 

^l> ^2> •••) 

’ j clnls sln^i^uliers ; d apres ce que nous avons vu .plus haut, nous pouvons 
toujours construire une fonction fuchsienne 

^ =/(^) 

ne pouvant prendre aucune des valeurs 

..., Up. 

51 i on !,ubi>titue/(^) a la place de x dans I’e'quation (8), il est clair que les 
mlegrales de ces equations seronl des fonctions zetafuchsiennes de .. Une 
remarque i^portante, c’est que ces fonctions zetafuchsiennes peuvent dtre 

ep dsenteesparune sdr.e ordonnee suivant les puissances de « et toujc 

confer gente ( ^ ) . tuajij 


jours 


( ‘ ) C’est-^-dire conYergeEte pour 1 1 j 


< 1 . 


N. E. N. 
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Toiite ionction algebrique poiivant elre regardee comme TiiiEegrale d’lme 
equation llneaire a coefficients rationnels, le inline precede perinet, si tous les 
points singuliers sent reels ^ d’expvimer par des fonctions uni forme s d’une 
variable auxiliaire les coordonnees des points d’line coiiybe algebrique. 

Supposons maintenant que tous les points singuliers soient sur difFerents 
cercles qui se coupent en deux points a et b sous des angles commensu- 
rables avec 

Je puis, par un changement de variable tres sixnple, amener tous les points 
singuliers a avoir des arguments commensurables. 

Soient 

exi, ^2, Up 

ces points singuliers. Supposons que tons leurs arguments soient multiples 
de les quantites 

a'l, al, ..., a" 

seront reelles. On pourra construire une fonctlon fuclisienne f[z) ne pouvant 
prendre aucune des valeurs reelles 

o, aj, ..., a", oo. 

Comine /(^) pent devenir ni nul, ni infmi, ^/(^) sera uniforme en 5 ; 
et comme /(^) ne pent prendre aucune des valeurs 

a'*, aj, ..., CKpi 

yf{^) ne pouri'a prendre aucune des valeurs ai, a^^ . . ap. Si done on subs- 

titue (77(1) it la place de x dans T^quation (8), les integrales de cette (Equa- 
tion seront fonctions zdtafuchsiennes de z- 

3® Nous avons vu plus liaut qu’on pouvait toujours construire une function 
fuclisienne ne pouvant devenir (Egale a aucune des quatre quantities 

ci>%y 

quel les que soient les valeurs I'lEelles ou imaginaires de ces quantites. On en 
ddduirait, par un raisonnement tout semblable a ceux qui pri^c^dent, que les 
fonctions ziEtafucbsiennes permettent d’intiEgrer toutes les (Equations limEaires 
a coefficients rationnels, toutes les fois qu’il n’y a que quatre points sin- 

guliers. 

H. P. - n. 
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14- Tout ce qui est I'clatif a la convergence des series (2) et (7) s’applique 
encore si le groupe G est un gz'oupe kleineen quelconque. On pent done 
definir des fonctions thdtakleineennes, kleineennes et zetakleindennes, ana- 
logues aux fonctions thetafuchsiennes, fuclisiennes et zetafuclisiennes^ et sus- 
ceptibles des memes applications. 

L’integratioii d’une equation lineaire pourra, dans un tres grand nombre de 
cas ( ^ ), s’efFectuer cl ’une infinite de manieres a Paide des fonctions zetafuch- 
siennes et zetakleineennes ; ce qui permet d’etablir entre ces fonctions une 
infinite de relations que le defaut d’espace ne me permet pas d’etudier dans ce 
resume. 


15. Une autre application des fonctions fuchsiennes est le calcul des intd- 
grales abeliennesde premiere espece. Reprenons, en effet, les deux fonctions 
fuchsiennes x et definies au paragraplie 8 et liees par la relation (5). 

Soit 

j ^(^5 y)dx 


line int^grale abelienne de premi^ire espece quelconque. Ce sera une fonction 
de ^ que j’appellerai G (.s). On demoiitre aisement que si le groupe G est de 
la pi'erniere^ de la deuxii^rne ou de la sixieme tarn i lie, G (::) est une fonction 
holoinorphe de s toutes les fois que estau-dessus de X ; cettc fonction jouit 
de la propriete 

C(5 a.) — G(5 ) = const. 

. II est clair d’ailleurs que G(^) pent etre represente par une serie ordonnde 
suivant les puissances de t et toujours convergente. 


16. Je ne parlerai pas ici des applications arithmetiques des fonctions fucb- 
siennes, me bornant a renvoyer a mes Notes sur les invariants aritbmetiques 
et sur I’application de la geometric non euclidienne a la theorie des formes 
quadratiques [Association francaise pour I’Avancement des Sciences, Gongr^s 
d’Alger (-)]• Les invariants aritbmetiques se ramenent tr(!js aisement aux 


( 1 ) J’ai demontre dans ma Communication du 8 aoiit que les fonctions zetafuchsiennes integrent 
toutes les Equations lineaires k coefficients algebi-iques. 

(^) i 5 avril 1881, p. 109-117; 16 avril t88i, p, i 32 -i 38 . Cf. aussi le Memoire Sur les invariants 
arithmetiques, Journal fur die reine and angewandte Mathem.atik, t, 120 , p. Sg-iSo. 

N. E. .N* 


SUR LA THlbRlE DES FONCTIONS FUCHSIENNES, 


9 


(onclioiis llietaluclisiennes, et Von pent rameixer aussi aux groupes fuciisieus 
les groupes de subsLiuitions liiieaires a coefficients eiitiers, qiii reproduiseiit 
line forme quadratiqiie ternaire indefinie a coefficients entiers (^). 


(*) 11 existe line expression li'es simple da j^enre p de la relation (3). J’appelle ‘X/i le nombre 
des coles de la premiere sorte, g celni des cotes de la deuxieine sorte, a celni des cycles formes 
de sonirnets de la premiere on de la deuxieine categorie, b celui des cycles formed d'un nombre 
impair de sommets de la iroisieme categoric, c celai des cycles formes d’un noinbx*e pair de 
sommels de la troisieme categorie; on trouve 

2 /? = /i — a -h I 

pour les foncLions de la premiere, de la deuxieme et de la sixieme famille, el 

•2 p =■ 211 — 2a — 2C -h q — b (“) 
pour les fonctions des autres families. 

(") Le second rnembre doit 6tre : 2/1 — aa — c-+-q — b et Tequalion se reduitpar consequent 
a /? = /I — a. N. E. N. 




SUR LES FONCTIONS UNIFORMES 


QUI SR REPRODUISENT 

PAR DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. 


Mathematische Annalen, t. 19, p. 553-564. 


1 . Les tbnclioiis qtie je veux etudier dans ce travail ont les plus grandes 
analogies avec les lonctioiis ellipticjues et inodulaires qui n’en sent que des cas 
particLiliers. On sail quels services les transcendantes a deux periodes ont 
rendus a Fanalyse, et Ton comprend que tons les geometres ont du avoir I’idde 
qu’il y avait lieu de les generaliser. Les fonctions elliptiques ont pour propridte! 
essentielle de se reproduire quand onaiigmente leur argument ^ de rune des 
periodes. Le plan se trouve partage en une infinite de parallelogrammes qui 
forment une sorte de damier dont I’ensemble ne varie pas, mais dont les cases 
se permutent quand on augmente de Tune des periodes. 

Nous allons rechercher s’il existe une fonction uniforme V {Q qulne change 
pas quand on applique a ^ I’une des substitutions lineaires en nombre infini 


S/- 


fr 


Je suppose que Findice i prend toutes les valeurs o, 1,2, ... ad inf. et que 
Fon a 

ao=8o=i, Yo=Po = o, = I. 

En dVutres termes, je cliercbe s’il j a une fonction uniforme F(i^) jouissant 
de la propri^te 
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II est clair que les siibslilulions S; devront former un groupe et im groupe 
discontlnu, c’est-ti-dire que la portion du plan ou la fonclion F exlste pent 
etre divisee en une Infinite de regions R^, Ri, • • - j Ri? • • • telles que quand s 
parcourl Ro, parcourt Rj. Ges diverses regions fonneront, comme dans 

le cas des foncllons elllpllques, une sorle de damler dont I'ensemble ne varlera 
pas, inals donl les cases se pennuteront quand on appliquera a !; rune des 
substitutions S,-. A cbacune des substitutions S; correspond de la sorte une des 
regions R/. 

Si Ton appelle points correspondants les divers points 

tlon F reprendra la mdine valeur en deux points correspondants et il y aura 
dans cbacune des regions R,- un point correspondant a un point donnt ct un 
seul. Deux regions R seront dites limitrophes quand elles seront contigues 
tout le long d’un arc de leur perimetre- Les substitutions qiu correspondent 
aux regions limitrophes de Ro sont des substitutions fondamentales dont 
toutes les substitutions S,- seront des eomblnalsons. 11 en resulte que le groupe 
sera completement determine quand on connaitra ces substltuUons fondamen- 
tales et par consequent quand on connaitra le poljgone Ro et les polygenes 
limitrophes. 


2. Je vals clierclier d’abord a former tons les groupes discontinus formes de 

substitutions S/ oii les coefficients a,,-, P;, Yo reels. 

Je les appelle groupes /uchsiens. Dans ce cas, il est aisd de voir que les 
regions R, qui forment le damier peuvent etre redultes a des polygenes curvi- 
lignes sltiies toutentlers au-dessus de I’axe des quantiles reelles (que j appelle 
pour abreger X) et ayant des cdtes de deux sortes; ceux de la premiere sorte 
Lnl des imcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la deuxi6me sorte sent 

des segments de Taxe X lui-meme. 

Cbacune des substitutions fondamentales du groupe changera le polygone ^ „ 
en un polygene limitrophe R,, et par consequent I’un des cdtes de la premiere 
sorte ah de R„ en un autre cote cd de ce mdme polygone. Cela monlre que les 
cdtes de la premiere sorte sont en nombre pair et se repartissent en paires ce 
cdtes conjugiids (^6, cd). Si b\ c', d' sont les quantiles imaginaires conju- 

£’uees de a, b, c, d, on devra avoir 


a-a' b-b’ _ c - c' d-d' 
■gpZrW b-a' c- d' d-c' 


( 1 ) 
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Cette coaditioii est suffisante pour qu’il existe tine sabstitution S, a coeffi- 
cients reels, qui cbange ah enctZ; cette substitution est (railleurs parfuiteraent- 
determin^e. II resulte de la que, si I’on se donne le polygone Ro el la distribu- 
tion de ses cotes en paires, les substitutions fondamentales et par consequent 
le groupe lui-indme seront parfaiteinent determines. 

Nous avons vu qu’on ne pouvail avoir deux points correspondants a I’inLe- 
rieurdeRo; les points du pdrimetre, au contraire, se correspondent deux it 
deux, de inanibre qu’un c 6 te corresponde it son conjugud. De plus, deux ou un 
plus grand nombre de sommets pourront etre des points correspondants. Je 
dirai alors qu’ils appartiennent a un meine cycle. 

Voici une regie pratique pour former les cycles; on partira d’un sommet 
quelconque, on conside'rera le cdte suivant (en parcourant le perimeire de Ro 
dans un sens convenu) si ce cdte est de la premiere sorte, puis le cdte con- 
jugud, puis le sommet suivant, puis le cote suivant s’il est de la preinidre 
sorte, puis son conjugue, etc.; on ne seraarrdte que si I’on arrive ii un cdte de 
la deuxidme sorte, auquel cas le cycle sera ouvert^ ou si Ton retombe sur le 
sommet qui a servi de point de depart, auquel cas le cycle sera Jermi. Tons 
les sommets rencontres de la sorte formeront un cycle. 

Un cycle fermd sera de la premidre categorie si tons ses sommets sont au- 
dessus de X et de la deuxidme dans le cas contraire. 

Nous avons vu que, pour determiner un groupe fuclisien il suffit de con- 
naitre R„ et la distribution de ses cdtes en paires. On connait en elfet les subs- 
titutions londamentales, et I’on peut construire les polygenes limliropbes de Ro, 
puis les polygones limitrophes de ceux-cl, et ainsi de suite. Pour que le 
groupe fucbslen existe, il faut et il suffit que les polygones obtenus de la sorte 
recouvrent toute une partie du plan et ne larecouvrent qu’une fois, de manibre 
a former uH damier. 

Quelles sont les conditions necessaires et suffisantes pour qu’il en soitainsi? 
Je les ai determmdes par des proeddes empruntds a la gdomdtrie non eucli- 

dienne; j’ai montrd qu’outre la condition (,) le polygone R„ est assujetti b la 
condition suivante : 

La somme des angles qui correspondent aux divers sommets d’un cycle 
de la premiere categorie doit etre une partie aliquote de 211. 

3 . Pour former tous les groupes fuchsiens, il suffira done de former Lous 
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les polygones Rq qui satisfoiil a ces deux coiidi lions. Eii void quelqiies 
exemples : 

Premier cas. — Je suppose que soil uii polygone At 2. n cotes de la pre- 
miere sorte doiit les sommets se succedent dans Tordre suivant : A,, As, . . 

A/2 , A.;2_j_i , R/2 , R^2,_i, •**, P25 A { j les cotes A 1 Ao , A ^ R^ j Ao A 3 , Bo B3 j ... 5 
Aa-Aa+i, BaBa+i ; A/2A,2^^, B^A^^, , seront conjugues; il y aura alors 

Ji 4 - 1 cycles formes respectivement des sommets 

Aj ; As, Boj A3, B3' Aji,, B4 5 ...j A;j,B/2 5 A/2+1. 

Le polygone Rq satisferaa la condition (i) et de plus les angles Ai, Ao + Bo, 
A3 -f- B3, . . A/2 -f- A/i^i seront des parties aliquotes de stt. 

Si je suppose de plus que le polygone est syrndtrique par rapport k A^ A,2^_i 
et que cette droite est perpendiculaire a X, R^ se trouvera divise en deux poly- 
gones R'^ = Ai Ao . . . A/j^i, et R" = A,BoB3, Bz/ A/z^., dont tous les angles 
seront des parties aliquotes de 7t. Chacun des polygones R/ du damier se trou- 
vera de mAme divise en deux polygones R'. et R". . Le damier sera ainsi form6 
d’une inlinite de polygones R'. , R'^ et de telle sorte que deux polygones liini- 
troplies soient derives Tun de Pautre par line transformation par rayons vec- 
teurs reciproqaes qui n’altere pas leiir frontlere commune. SI Pon suppose en 
purlieu Her = 2, on retombera sur le cas examine par M. Schwarz au 
tome 75 du Journal de Crelle, 

Deuxieme cas. — Je suppose que les sommets du polygone Rq soient au 
nouibre de 2n et que les cotes opposes soient conjugues. Si n est pair, tous les 
scMuiuets appartiennent au meme cycle et la somme des angles doit 6tre une 
])artie allquote de 2tc. Si n est Impair, il y a deux cycles formas, Fun de tous 
les sommets de rang impair, Fautre de tous les sommets de rang pair. La 
somme de tons les angles de rang pair, comme celle de tous les angles de rang 
impair, devra diviser 2%. 

Teoisieme cas. — Rq a huit sommets A, B, C, D, L, F, Gr, H; les cotes BC, 
DE, FG, HA sont de la deuxikme sorte; les c 6 i 6 s AB et CD, EF et GH sont 
conjoguds; tons les cycles sont ou^erts; un pared polygone n'est assujetti k 
condition. 

Quatrieme cas. — Lhin des cas particuliers les plus remarquables est celui 
oil les coefficients des sont enliers, et qui a fait Fobjet des savantes recher- 
ches de M. Klein sur les fonctions modulaires. 
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=<'• J ai suppose jusqu’ici qiie les coefficients des S/ etaieiit reels; il est facile 
de faire one premiere generalisation. Posons 

dX^ - 4 - ^ 

^ aX,-\-b 

a, 6, c, d! ^tant quatre constantes imaginaires telles que 

ad — be = r. 

A la substitution Sj correspond la substitution lindaire 

dont les coefficients sont imaginaires. Mais, de meme que les substitutions S/ 
conservent X et changent egalement en lui-meme le demi-plan qui est au-dessus 
de cet axe, de m6me les substitutions conserveront un certain cercle quia 
pour equation 

partie imagioaire de ~ = o, 

et que j appellerai cercle fondamentaL De plus, si les substitutions S/ forment 
un groupe discontinu, il en sera de m4me des substitutions T^*; k chacune 
d elles correspondra, comme dans le cas precedent, une case d’un certain 
damier forme par des poljgones R dont les cotes de la premiere sorte sont des 
arcs de cercle coupant ortbogonalement le cercle fondamental et ceux de la 
deuxi^me sorte sont des arcs du cercle fondamental. Mais la surface to tale de 
ce damier sera finie ( contrairement a ce qui avait lieu dans le cas precedent), 
car elle ne recouvrira que Finterieur du cercle fondamental ou une partie sen-- 
lement de ce cercle. Nous conserverons le nom de fuchsiens a ces groupes dont 
les groupes a substitutions reelles ne sont que des cas particuliers. 

Reste a examiner le cas le plus general, celui ou Von ne fait aucune hjpo- 
these siir les substitutions S/. Dans ce cas, il j a encore des groupes discontinus 
que j ai appeles kleineensei dont j^ai demontr€ rexistence et (^tudie le mode de 
generation par des precedes empruntes k la geometric non euclidienne a trois 
dimensions. Dans certains cas particuliers, des mahodes plus simples peuvent 
^tre employees; mais, dans le cas le plus general, les conditions auxquelles 
sent assujettis les groupes klein^ens sont tr^s compliquees et ne peuvent dtre 
€aoncees ici. Nous aurons encore un damier dont les cases, en nombre infmi, 
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seroiit des polygoiies limites par des arcs de cercle, et doiit la surface totale 
sera en general fliiie. 


5. De rexisLeiice des groupes dlscontinns on poiirrait sans doute, par des 
procedes analogues a ceus: de M. Schwarz, deduire celle de fonctions uniformes 
reproduites par les subsUtuLlons de ce groupe; mais on n’aiirait pas ainsi 
Fexpression explicite de ces transcendantes. Aussi est-il preferable d’emplojer 
d’autres methodes. Mon point de depart est ce fail cpie la serie 

mod 7 — r — - -r " - , • — 
i 


(oil m est un entier plus grand que i) est convergente. Je in’appuie sur ce que 
Faire totale du daniler est (inie : dans les cas particuliers ou cela ne serait pas, 
un change inent lineaire convenablenient choisi de la variable nous ram^iierait 


au cas general. La serie 


e(!;}=yn 


/ H- I 


oil II (J^) est line fonction ratlonnelle quelconque, est convergente et definit 
Line fonction uni forme de 

Cette fonction jouit de la propriete 



De |)lus, Ic noinlire des zeros et des inhnis de cette fonction interieurs a Rq est 
toil jours lini, ce (pie j’dtablis par la consideration de Fintdgrale 


I eio 


si aucundes angles de Ro iFe.st mil, et par un raisonneineat plus complique 
dans le cas (‘-oulraire. f)(‘C) saqipellera une fonction th&taj'uchsienne o\\ theta- 
kleineenne^ scion (pie Ic groupe (iorrespondant sera luchslen ou kleinden. 

Soil L(^) le (piolicnt de deux lonctions tclles que Q correspondant a une 
uKhue valeur de tn. II est ciairqiFa Fintdrieur de Ro cette fonction naura qu’un 
noinlire lini dc* zdros et (Findnis et cpi elle jouira de la propridte 



INous ap|)ellerons j'oneAwn fuchsienne (ou kleineenne) toute fonction joins- 
saut de ces deux proprietds. / 

P ~ IL 
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Occiipons-nous d’abord des fonctioiis fuchsiennes. Si le polygone Ron’admet 
pas de cycle ouvert, les fonctioiis 0 et F n'existeront qu a I’interieur du cercle 
fondamental doiiL la circonference est pour elles une ligne singuliere essen- 
tielle. Dans certains cas particuliers me me, les transcendantes n’exislent pas 
dans tout le cercle fondamental, mais seulement dans undomaine llmlieparune 
infinite de circonferences coupant ortliogonalement le cercle tondamental (^). 
Si ail contraire Rq admet des cycles ouverts, les lonctions 0 et b existent dans 
tout le plan et leurs points singuliers sont isoles, quoique en nombre inlini. 

Supposons de nouv^eauque Rq n’admette pas de cycle ouvert. Si H(Q a des 
inbnis inteideurs au cercle fondamental, la fonction 0 aura des infinis et 1 on 
sera certain qii’elle n’est pas identiquement nulle. Mais siH(Q ne devient pas 
infini ci Pinterieur du cercle iondamental, la fonction 0 sera liolomorphe a 
rinterieur de ce cercle et pourra meme etre identiquement nulle. Et, en edet, 
on voit aisement que toutes les fonctioiis 0 sans infini peuvent (^poar une 
meme valeur de m) s’exprimer lineaii'ement par un nombre fini d’entre elles. 
Ces relations lineaires,dont Texistence se demontre aisement a priori^ peuvent 
^tre effectwement ecrites, grace a la consideration de functions auxiliaires de 
la forme 

/ g/g Pz \ 

I 

oc/g-i- P/ (Y/a -h 
-(la 

C’est de la inline maniere qii’on arrive a exprimer une lonction fuclisienne 
donnee ii I’aide de series telles que 0 et celad’ime inlinite de manieres; mais je 
lie puis insister da vantage sur ce point, cela m’entrainerait trop loin. 

Passons maintenant aux fonctions kleineennes. Les unes existeront dans tout 
le plan et auront des points singuliers isoles ; les autres n’existeront que dans 
un certain domaine. La limite de ce domaine n’est pas une courbe analytique ; 
la tangente en un de ses points est generalement detenninee, mais il n’en est 
pas de meme du rayon de courbure. 

6. Entre deux fonctions fuchsiennes (ou kleineennes) F et correspondant 
il un m^me groupe, il y a toujours une relation algebrique, car ii ime valeur 
de F correspondent un nombre fini de valeurs de F^ et reciproquement. Toutes 
les fonctions qui correspondent ii un meme groupe s’exprimeront done ration- 

(^) Ce cas crexception n'apas lieu; la fonction exisle toujours dans tout le cercle fondamental. 

N. E. N. 


(^) 


I' 
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nellement en fonctions de deux d’entre elles que j'appelle x ety et entre les- 
quelles il y a une relation algebrique 

(3) /(^,y) = o. 

Qiicl est Ic genre de cette relation? La geometrie de situation permetaisement 
de le determiner. Soient 2 n le nombre des cotes de la premiere sorte, j:? celui des 
cycles fermes. Le genre sera ^ 2 s’il n’y a pas de cycle ouvert et — p 
s’il y en a. Reprenons les exemples que nous avons envisages plus liaut. Dans 
le premier cas, le genre est nul; dans le deuxieme, 11 est ^ ou ^ — d -, selon 
que n est pair ou Impair; dans le troisleme, 11 est egal k 2 . 

7. Noxis aliens voir malntenant comment les fonctions x et y definies plus 
liaul; permettent d’integrer certaines equations lineaires du second oi'dre. Soit 

les fonctions et seront des integrales d’une Equation lineaire du second 
ordre de la forme 

(4) ^ = 

® olant rationnel ea x et en j, ciy etant lie a x par la relation algebrique (3). 
lei X est une fonction fuchsienne ou kleineenne clu rapport des integrales. 
n existe done des Equations lineaires de la jorme (4) telles que la variable 
independante soit une fonction uniforme du rapport des integrales. 

II s’agit nraintenant, dtant donnde une equation de la forme (4)? de recon- 
nailre si x est fonction fuchsienne ou fonction kleineenne, ou encore fonction 
non uniforine du rapport des integrales et, dans les deux premiers cas, d ex- 
primer X k I’aide des st'ries 0. Le second probleme pent se rdsoudre k I’aide 
des considerations dont j’ai parle plus haut et qui permettent d expriinei toule 
fonction fuchsienne par les series 0. Disons quelques mots du premier pro- 
blbme. 

Les conditions auxquelles sont assujettis les coefficients de 1 equation (4) 
pour que X soit fonction uniforme du rapport des integrales sont tri:s compli- 
qtices ; void quelle est la forme la plus simple sous laquelle on pourra les pre- 
senter ; on pourra exprimer les coefficients de Liquation (4) en fonctions 
transcendantes, mais uniformes d’un nombre dgal de paramfetres auxiliaires 
convenablement clioisis. Les conditions cberchees se reduiront alors k un cer- 
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tain II ombre d’inegcilil(bs on d’egalites Glgebricjucs entre les paitles reelles et 
imaginaires de ces nouveaux parametres. Je ne piiis ici enliei dans plus de 
details. 

8. J’ajouterai cependanl quelques mots en ce qui concerne le cas le phis 
simple, celui oil I’equation (4) est de la forme 

f P n 

^ {x — a)^ (x — b)i^ . . . (x — 

(§taiit un polynorne de degre n en x. 

Supposons d’abord 

C’est le cas ou les integrales sont regulieres (snivant Texpression de M.Fucbs) 
dans le voisinage de cliacnn des points singuliers a, /, oo. Pour que x 

soil une fonction uni forme du rapport des integrales, il faut d’abord que la 
difi'erence des I'acines de chaque equation determinante suit nulle ou so it line 
partie aliquote de runite. Mais cette condition n’est pas sullisanle. Si de plus 
les coefficients de Vn satisfont a certaines inegahles^ x sera ionction klei- 
neenne du rapport des integrales; s’ils satisfont en outre a certaines egalites^ 
rr sera fonction fuclisienne de ce rapport. Done, si Ton suppose remplie la 
condition relative aux equations determlnantes, il suKit^ pour que x soil fonc- 
tion uniforme du rapport t; des integrales, que certaines quantites soient 
comprises entre certaines limites; pour que ce soit une fonction (uchsienne de 
ce rapport il faut en outre que ces quantites prcnnenl certaines valeurs 
d^terminees. 

Si X est fonction fuclisienne de !^, cette fonction n’existc qvfa 1 interieur du 
cercle fondamental. SI nous supposons de plus que les racines de chaque equa- 
tion determinante soient egales, nous verrons aisdment que x ne |)eut prendre 
aucune des valeurs a, 6, • ••, I-, quand ^ est interieur an cercle fondamental- 

Supposons malntenant que les inegalites (5) cessent d’avoir lieu, de telle 
soi'te que les integrales deviennent ir regulieres , Dans ce cas, x pourra encore 
^tre fonction fuclisienne de mais cette fonction, au lieu d exlster dans tout 
le cercle fondamental, n’existera plus cjue dans un domaine liiuite par une infi- 
nite de circonferences qui coupent ortliogonalement ce cercle ). 

(1) Ce resuHat a ^te retire plus lard. Gf. Memoires sur les fonctiom zetafuchsiennes, Acta 
mathematical t.. V, p. 2 iij et ce tome plus loin, N. E. N. 
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9. Nous avons vu qu’iiiie fonctloii fuclisieniie pent s’exprimer a Paide de 
series telles que 0; mais on en pent trouver beaucoup d’aiiLres expressions. Si 
par exemple x ne pent devenir infini quand est interieur au cercle fonda- 
mental, on pourra exprimer cette fonction par line serie toujours convergente 
et ordonnee suivant les puissances croissantes de (^o dtant le centre du 

cercle fondamental). Dans le cas contraire, on pourra representer ^ d’une infi- 
nite de manieres comme le quotient de deux pareilles series dont on pourra 
calculer les coefficients par recurrence. Enfm, nous pourrons encore exprimer 
line fonction fuchsienne d’line infinite de manieres k I’aide de s(§ries telles 
que ( 2 ). 


10. J’ai demontre le theoreme suivant : 

On peut toujours construire line jonction juchsienne b nexistant 
qu^ct Vinterieur du cercle jondcimentcilei ne pouvun t prendre u I interieur 
de ce cercle aucune des n -H i valeurs donnees 


ai, ^ 2 , ..., Uni 00. 

Le calcul numerique des constanles qui servent k construire cette fonction 
est assez long; mais si, au lieu de calculer exactement ces constantes, on ifen 
prend que des valeurs approcliees, on aura construit, au lieu de une 

fonction klcineenne jouissant des memes proprietes. 

Ge theoreme a une premiere consequence importantc. Soit une relation algd- 
brique quelconquc 


admettant comme points singuliers 


F aisons-y 


Ui , y • * • j Ufi . 

^ = F(0. 


F(i;) (Stant la fonction d^Qnie plus haut; tant que ^ sera it I’inyrieur du cercle 
fondamentalj x ne pourra passer par aucun des points singuliers; si sort de 
ce cercle, x cessera d’exisler. 11 resulte de Ik que est une fonction uniforme 
de qui n’existe qu’a I’interieur du cercle fondamental et Ton voit aiseinent 
que cette fonction est une fonction fuchsienne. 

Done les coordonnees des points d’une courbe algibrique quelconque 
peueent s’exprimer par des fonctions fuchsiennes d’un m6me para- 
m^tre'C,. 
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11 . Gonsiderons maiatenant une equation lineaire quelconque 


( 6 ) 


^ D ^ T> ^ 

dx'^ “ dx'^-^ 




Je suppose que les P soient des foiictions rationnelles de deux variables x ety 
lides eatre elles par une relation algebrlque 

(7) /(^,JK) = o 

et qo’on ait fait disparaitre le coefficient de to uj ours pos- 

sible. Soient 

j * • * 1 

les points singuHers de Pdquation (7) et les infinis des P. Faisons, cornme dans 
le paragraphe pri^cedent, 

^ = F(0- 

On demontrerait, par un raisonnement tout semblable k celui qui pi'(^‘C^de, 
que les ri int^grales de ^equation (6) sont des fonctions o^ (Q, cp2(C)? •••3 ^n{K) 
uniformes en ^ etn’existant qu’a Pinterieur du cercle fondamental. Ces fonc- 
tions, comme F(J^) d’ailleurs, peuvent s^exprimer par des series toujours con- 
vergentes ordonnees suivant les puissances de — Co dont les coefficients se 
calculent par I'ecurrence. 

12 . Je dis que ri fonctions 

?l(0» ?2(0: •••> T/^(C) 

sont des fonctions zetafuchsiennes si elles sont uniformes et si elles jouissent 
de la propriete 


( 8 ) 




5 / 


(- 

XT/ 


= A{;aTi(0 + A2.XcP2(S)' 


A«,xcp,ds)- 


Les A sont des constantes dont le determinant est Punite, et les substi- 
tutions toutes celles d’un groupe fuchsien G. Les substitu- 


tions lindaires 


y-^ = A2,X7^2-1-* • • + ^n,iyn 


devront eyidemment former un groupe H isomorpbe a G. 

Les fonctions cpi, cpo, cp^ du paragraphe pri^cedent sont evidemment des 
fonctions zetafuchsiennes, ce qui me permet d’enoncer le resultat suivant : 

Toute equation differentielle lineaire d coefficients algebriques est 
integrable par les fonctions fuchsiennes et zetafuchsiennes. 
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Mais le procede Indique au paragraphe precedent n'est pas unique; an lieu 
de SLibstitLier F(Q a la place de x dans Tequation (6), on aurait pu substituer 
une infinite d’autres fonctions fuchsiennes etl’oii aurait egaleinentobtenu pour 
les integrales un systeine de fonctions zetafuchsiennes. On aurait pu aussi 
substituer a la place de x une infinite de functions kleineennes, et les inle- 
grales auraient ete des fonctions zetakleineennes forraees avec un groupe klei- 
neen coinme les fonctions zetafuchsiennes le sont avec un groupe fuchsien. Le 
nombre des integrations de requation (6) a Taide des transcendantes nouvelles 
est done infini. 


13 . Nous lie pourrons dire toutefois que nous avons integre Tequation (6) 
que quand nous aurons donne une expression explicite des fonctions ©i, 
cp2, . . nous en avons une deja, il est vrai, sous la forme de series toujoui-s 
convergentes et ordonnees suivant les puissances de oti bleu encore 

sous la forme d\m quotient de deux pareilles series. Mais on pent en donner 
une expression differente analogue a celle des ionctions fuchsiennes a Faide 
des series 0. 

Soient (en reprenant les coiistantes A du paragraphe precedent) 


les mineurs du determinant des A}. 

Cela posd, je consid^re les groupes G et H comme donnees, et j ’envisage 
n fonctions rationnelles de (Q, H2(^), .••7 H«(Q. Je forme les n series 


(9) 




( 


T.-C+o/ 





Ces series sont convergentes, pourvu que in suit assez grand. Elies jouissent de 
la propriete 

= [ Af,x 4>i (0 + Aix OaCO H- • . • -H A^,X <J>„ ( S )] ( Y-' ? + 

\Yz; H- Oi/ 

Les n fonctions 

0(0 ' 


oil 0(^) est la serie du paragraphe o, sont des fonctions zetafuchsiennes et, 
si Foil considerait un systeine quelconque de fonctions zetafuchsiennes, on 
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verrait que ces foiictions peiiveiit toujours s’exprimer ratioimellemeaL par iin 
certain noinbre de series de la forme et de series de la forme ( 9 ). 


14. Je n’ai pu donner ici les demonstrations de ces theoremes, je n’ai pu 
qii’enoncer des resultats en siipprimant tons les raisoiinemeiiLs iiitermediaires 
que je publierai procbainement dans uii travail de longue lialeine. L enoiice 
des resultats eux-m^mes ira pu etre complet, je prle le lecLeur de voulolr bien 
m’excuser. 

Je ne parlerai pas ici des applications des functions hiclisieniies a 1 arithmd- 
tique et au calcul des integrales abeliennes de premiere espece, et je me bor- 
nerai a resunier en ces quelques lignes les resultats de ce tivivail . 

Si Von envisage une equation differentielle liiieaire d coefficients alge- 
brig ues j on peat exprimer la variable independante et les integrales en 
fonctions ani/onnes d’un rneme parametre 

Ces fo notions uniformes peaoent d^ une infinite de manieres s exprimer 
rationnelleineiit par an certain nomhre de series d coefficients entiers ou 
ratio nnels 

Paris, 17 decembre. 1881. 


( 1 ) Die vorsLehend abgedruckte Arbeit des Herrn Poincare resiunirt gewisse Kesultate, welche 
der Verfasser in einer Heihe aafeinanderfolgender Anikei in den Gonvples rendus dieses Jabres 
mitgetheilt hat. Es wird kaam notliig sein, dieselben der Beachtung der Malliematiker noch 
besonders zu empfehlen. Haiidelt es sich docli urn Functionen, welclie geeignet scUeinen, in der 
Lehre von den algebraischen Irrationalitaten den AbeFschen Functionen erfolgreidie Goncurrenz 
zu macben, und die iiberdies einen ganz neuen Einblick in diejenigen Abbangigkeiten gewiihren, 
welclie durcb lineare Diirerenlialgleicbungen mit algebraischen Goefncienten Ijestiinmt smd. 
Indern icb Herrn Poincare ini Namen der Annalenredaction den besonderen Dank dafiir aus- 
spreebe, dass er uns vorstehenden Aafsatz hat iiberlassen woilen, glaube icb ilun nur m dem 
Punkte entgegentreten zu sollen, dass icb die von ilun vorgeschlagene Benennung der in Betracht 
konunenden Funciionen als verfriibt bezeiclme. Einnial narnlicb bewegen sicli alle die Unlersu- 
chungen, welclie Hr. Scliwarz und icb in der belreirenden Uiebtung liislang verotlenllicbt baben, 
aui‘ dein Gebiele der « fonclions fuebsiennes », iiber die Hr. Fuebs sellisl nirgends publicirL hat* 
Andererseits babe icb iiber die allgeineineren Funciionen, welcbe Hr. Poincare nut ineineni 
Nanien in Verbindung bringt, von niir aus bisber niebts drucken lassen; ich balie nur gelegent- 
licb Herrn Poincare, auf die Exislenz dieser Funciionen aufinerksatn geinacbt [siebe Cornptes 
rendus, t. XGII, 1881 (« ), p. i 484 ]. Letzlerer Uinsland ist aber uin so irrelevanler, als sicb ein spe- 
cieller Fall jener allgeineineren Funciionen bereils andervvarls hei Gelegenlieil in Belracbl gezogen 
lindet, nainlicb in der Arbeit von Hrn. Scbotlky iin Bande von Bordiardt's JournaL 

werden dort (p. 346 tr.J Funciionen besproeben, welcbe sicb synituelriscb reproduciren, weiin 
man einen ebenen Bereich, der von lauter gelrennlen Kreislinien begrenzl isl, an eben diesen 
Kreislinien spiegell. Uebrigens inoebte icb aucli auf die Dyck’scben ArbeUen irn 17^““ und 
18^“'^ Bande dieser Annalen sowie insbesondere auf dessen deninaclisl (in Bd, XX) erscbeinende 
Habilitalionsscbrift verweisen, wo Gebielseinibeilungen der allgeineinslen bier in Betracht 

N E. N. 


(«) Ge tome p- 21. 
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kommen Art zu gruppentheoi'etisclien. Zwecken verwandt werden. — Vielleichl ist es gut, diesen 
kleinen Bemerkungen noch eine allgemeinere zuzugesellen und bei vorliegender Gelegeiiheii zu 
constatiren, dass alle die bier in Frage koinmenden Untersuchungen, und zwar sovvohl dieje- 
nigen, welche ein geornetrisclies Gepriige besitzen, als aucli die mehr analytischen, die sick auf 
die Losungen linearer Diirerentialgleichungen beziehen, auf Biemann’sclie Ideenbildungen zuriick- 
gehen. Der Zusarnmenhang ist ein so enger, dass man bebauplen kann, es handele sich bei 
Untersuchungen im Sinne des Hrn. Poincare geradezu um die weiiere Durchfiihrung des allge- 
rneinen fLinctionenlheoretischen Programm’s, welches Biemann in seiner Doctordissertalion 
aufgesiellt bat. 


Leipzig, den 3o. December i88i. 


F. Klein. 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES 


QUI SE REPRODUISENT 

PAR DBS SUBSTITUTIONS LINEAIRES 


(I^xtrait cPune lettre adressee a M. F. Klein). 


Matheniatische Annalen^ t. 20, p. 5a-53. 


. . ..Vous avez eii demicreinent la bonte de faire iuserer wnx MatheTnatische 
Annaleii (‘) moii travail sur les foactions imiforines qui se reproduiseiil par 
des substitutions lineaires et vous Favez fait siiivre dbine Note oii vous exposez 
les raisons qui vous font trouver pen convenables les noins que j’ai donnds k 
ces ti'anscendantes. Permeitez-moi de vous adresser quelques lignes pour 
di^fendre mes denominations, que je n’ai pas choisies an luisard (-). 

Si j’ai mi devoir donner aux fonctions nouvelles le nom de M. Fuchs, ce 
n’est pas que je mdconnaisse la valeur des travauxde M. Schwarz etdes vdlres; 
je suis le premier, au contraire, a en apprecier la haute importance. Mais il ne 
m’(^tait pas possible d’oublier les decouvertes si remarquables que le savant 


(‘) T. XIX, p. 553-564- Ce tome, p. 92 . 

(^) Herra Poincare’s Dai'legungen habe ich nui* liinzuzufiigen, class ich fur mein Tbeil 
allerdings nacli wie vor an der Auffassung fesllialte, der ich auf p. 564 des XIX. Annalen- 
bandes Ausdruck gegeben habe. Dabei will ich nicht unterlassen, ausdriicklich auf die Note 
aufrnerksam zu machen, init welcher Herr Fuchs von sich aus dem auf ilin beziiglichen Passus 
rneiner Auseinandersetzung entgegengetreten ist(Cf. Gotcinger iVachrlchten, vom 4 . Miirz 1882 ), 

Diisseldorf, den 2 . April 1882 . 


F. Klein. 
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pi’ofesseiu' de Heidelberg a publiees dans le Journal de Crelle. Elies sent le 
fondement de la tbeorie des equations lineaires et, sans elles, je n’aurais pu 
aborder I’etude de mes transcendantes qui se Kent si directement a cette 
tbeorie. Dans ses premiers travaux, M. Fuchs se place, il est vrai, a un point 
de vue tin pen different du mien et ne se preoccupe ni de la discontinuite des 
groiipes, ni de I’uniformitt! des fonctions. Mais M. Schwarz, dans ses Memoires 
des Tomes 70 et 74 du Journal de Crelle, ne s’en preoccupe pas non 
plus ; il en dit quelques mots dan un cas trfes particulier, dans le Memoire du 
Tome 75 que j’ai cite dans ma Note. G’est la seuleinent qu’il se trouve ; 

« auf dem Gebiete der fonctions fuchsiennes ». Dans vos belles recherches sur 
Ics fonctions rnodulaires, votre facon d’envisager les choses differait peu de la 
mienne, mais vous aviez plutdt en vue alors 1 ^tude des fonctions elliptiques 
que celles des equations lindaires. Quant ii M. Fuchs, dans ses Memoires 
des Tomes 83 et 89 du Journal de Crelle, il s’est dleve a un point de 
vue nou veau et a mis en lumidre le lien dtroit qui unit la iheorie des equations 
dilldrentielles a celles de certaines fonctions uniformes. Ce fut la lecture de 
CCS Mo; mo ires qui devint le point de d(;part de mes recherches. 

En cc qui concerne les fonctions Idelneennes, j’aurais cru commettre une 
injustice si je leur avals donne un autre nom que le votre. C’estM. Schottky 
qui a doicouvert la figure qui faisait Fobjet de votre lettre, mais c’est vous qui 
avez « ihre princlpielle Wichtigkelt betont », comme vous dites k la fin de 
votre savant travail : Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transfer- 
mationen in sich. 

Quant k ce que vous dites de Riemann, je ne puis qu’y souscrire pleinement. 
C’dtalt un de ces gdnies qui renouvellent si bien la face de la Science quhls 
iuiprlment leur cachet, non seuleinent sur les oeuvres de leurs elkves unmediats, 
mais sur celles de tons leurs successeurs pendant une longue suite d’annees. 
Riemann a croSd une thdorie nouvelle des fonctions, et il sera toujours possible 
d’y retrouver le germe de tout ce qui s’est fait et se fera aprbslui en analyse 

matlK^niatique — 

Paris, le 3 o mars 1882. 
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Acta mathematical t. I, p. 1-62, 1882. 


Dans line serie de Mdinoires (-) presentes a rAcademie des Sciences, j’aJ 
ddfini certaines fonctions noiivelles quej’ai appelees fuchslennes, kleindennes, 
tlK^tafuchsiennes et zetafuchsiennes. De nieme cjiie les ionctions ellipliques 
et abdliennes perinettent d’integrer les diflFerentielles algebriques, de inline 
les nouvelles transcendantes perinettent d’integrer les equations differentielles 
lindaires a coefficients algebriques. J’ai resume succinctement les rdsulta’ts 
obtenus dans une Note inseree aux Mathematische Annalen (•^). Ayant Fin- 
tention de les exposer en detail, je commencerai, dans le present travail, par 
dtudier les propriet^s des groupes fuchsiens, me ri^servant de revenir plus tard 
sur leurs consequences an point de vite de la theorie des fonctions. 


I. — Substitutions r^elles. 

Soient ;s une variable imaginaire definie par la position d\in point dans iin 
plan; i une fonction imaginaire de cette variable definie par la relation 

, ^ ^ az^h 

.Te supposerai, ce qui ne restreint pas la generalite, qu’on a 

ad — = I. 

Si le point s decrit deux arcs de courbe se coupant sous im certain angle a, 
le point t decrira de son cote deux arcs de courbe se coupant sous le m^me 


(^) Termini (au plus tard) juillet 1882; imprime septembre 1882. (N. E. N.) 
(*) Ce tome, p. i~ 49 - (N. E. N.) 

(’) Ce tome, p. 92-105. (N. E. N.) 
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angle a, c’est-a-dlre que la substitution (0 (^omerpe les angles. 

La fonction est en elTet monogeiie. 

Si decrit im cercle, t decrit egalement un cercle; c’est-a-dire que la subs- 
titution ( z. cliano-e les cercles en cercles. 

\ ^ cz-\-d ] ^ 

Enfin si G|, quatre valeurs de et si sont les 

valeurs correspondantes de on a 

, . tj — h h — h _ -^1 ~ ^-2 

ti—hh—h ^ 1— -23 


11 existe en general deux valeurs de z qui sont egales anx valeurs corres- 
pondantes de t ; c’est ce qu’onappelle les points doubles de la substitution (i). 

Si 

(a -H 4i 

les points doubles sont distinctsj et si nous les appelons a et p, la relation (i) 
pent s’ticrire 


K (itant line cons tan te 
Si an contra ire 


que jaippellerai midtiplicateav . 

a-^ d = ±‘i. 


les points doul)les se confondent et Ton a 


La relation (i) pent alors s’ecrire 


( 4 ) 




± c. 


(M J’emploierai dans ce qui suit les notations de U. Jordan. „ . . - 

La subsUtution [.,/(.)] ou biea ^era 

clianeer z en /(s) ou bien celle qui consiste a changer a; en f{x,y) y 5 7 

cuan^ti ^ ^ J ^ Y ^ -Fi \ f(’r') z} - \t produit de deux substitutions sera 1 ope- 

substituLion inverse de [-s,/(^)J sera L/t-';, -'J; ic piuuuiu 

ration qui consiste h faire successivement ces deux substitutions. i 

Ua systcme de substitutions fonnera un groupe si la substitution tnyerse de 
tion du systeme et le produit de deny substitutions quelconques du systeme font egalement 

uomlpne . .. autre groupe B si it toute substitution deB correspond une 
et unc^eule substitution de A et de telle sorte qu’au produ t de deux substilultons 
T-f^mionde le produit des deux substitutions correspondantes de A. 

^B eat Jalement isomorplte ^ A. les deux groupes sont isomorpltes entre eux et 1 tsomor- 

pliisme est holoedrlque ; autrement il est meriedrique. 


r ro 
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Telles sont les principales proprietes des substituLions lineaires 

Mais nous allons faire une liypothese de plus; nous supposerons que les coef- 
ficients d, 6, c, d sont reels. Je dirai alors que la substitution (i) est une 
substitution relelle, 

II en resuke que la partie iinaglnaire de t est positive, nulle ou negative 
selon que la partie imaginaire de ^ est elle-menie positive, nulle ou negative; 
c’est-a-dire que la substitution (i) conserve Taxe des parties reelles que j^ap- 
pellerai desormais X et change egaleinent en elle-meme la partie du plan qui 
est au-dessus de cet axe. 

Si decrit un cercle ajant son centre sur X, t decrira egalement im cercle 
ayant son centre sur X. Si^i et ^2 sont deux quantites iuiaginaires conjugut^es, 
les valeurs correspondantes t^ et t^ de t seront aussi imaginaires conjuguees. 

Si a et P sont deux valeurs de y et S les valeurs correspondantes de 
si P'', y^, 0 ^ sont les valeurs conjuguees de a, p, y, S, on aura, en vertii de la 
relation ( 2 ), 

CL — a' p — ■ _ Y — Y' 0 — S' 

a ~ p' p ~ a' ” Y — S' 0 ” T' 

Si Pon pose, pour abreger. 


7 = (a, P), 


cette relation s’ecrira 
(5) 


-P' p~a' 

(«, P) = (t, S). 


Les substitutions ri^elles ont ete etudiees par dilKrents gc^oinetres et en par- 
ticulier par M. Klein dans ses recherches sur les fonctions modulaires; il les 
a partagees en substitutions elliptiques, paraboliques et liyperboliques. 

Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles 

(a - 4 - d)2<! 4* 

Les points doubles a et p sont imaginaires conjuguehs; run d’eux est par con- 
sequent au-dessus de I’X, I’autre au-dessous; la relation (i) pent se inettre sous 
la forme (3) et la constante K est une quantite imaginaire ou negative dont le 
module est 1 unitd. Si z decrit un cercle passant para et p, t decrira (Egalement 
un cercle passant par a et p et coupant le premier sous iin angle (^gal ^ Pargu- 
mentdeK. 

La substitution (i) change en elle-meme toute circonference qui, ayant son 
centre sur le prolongement de ap, coupe ce segment harmoniquement. 
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Les substitutions paraboliqiies sont celles pour lesquelles 

( -f- = 4* 

Les points doubles se contdndeat en un seiil qui estsitue sur X. La relation (i) 
se met sous la forme (4) et de telle sorte que a soit reel. Si decrit un cercle 
passant par a, t decrira egalement un cercle passant par a et tangent au pre- 
mier. La substitution (i) n’altere pas les circonferences qui sont tangentes 
a X en a. Soit C une pai'eille circonference; soit mo un point de cette circon- 
ference C, la substitution (i) le changera en un autre point de cette meme 
cireonfei'ence ; elle changera m, en un autre point 77^2 de C, mo en un autre 
point m;j, etc. Quand x tendra vers rinfini, le point m^ se rapprochera inde- 
finiment de a. Soit de meme m_^ le point que la substitution (i) change enmo, 
le point que cette substitution change en m_i, etc. Quand x tendra vers 
Pinfini, le point m_x se rapprochera aussi indefiniment de a. 

J’appelle le cercle qui a son centre sur X et qui passe par a et par m^; 
qui, par consequent, coupe orthogonalement le cercle C en a et en m^* 11 esl 
clair que la substitution (i) changera en Co, Co en C^, Ci en Co, etc., et, 
en general, C^ en C^+i- De plus, si x est infini positif ou negatif, Cx se reduit 
a un cercle de rayon infiniment petit. C’est dire que si 1 on applique une infi- 
nite de fois la substitution (i), ou la substitution inverse a un cercle passant 
par a et ayant son centre sur X, le rayon de ce cercle devient infiniment petit. 

11 en resulte qu’un arc de courbe de longueur finie, ne coupant pas X, ne 
pourra rencontrer un no mbre infini de cercles Cx, c’est-a-dlre de transformes 
successifs d’un cercle Co ayant son centre sur X et passant par a. 

Les substitutions hyperboliques sont celles pour lesquelles 

(a-hc^)*>4. 

Les points doubles a et p sont dlstlncts et situes sur X. La relation (i) se 
met sons la forme (3) et de telle sorte que K soit reel etposltif. Je puis de 
plus toujours suppose!- ^ ^ ^ 

Si 3 decrit un cercle passant par a ou par t decrira egalement un cercle 
passant par a ou par ^ et tangent au premier. La substitution (i) n’altere pas les 

circonferences qui passent par a et p. 

J’appelle, comme plus liaut, G une circonference passant par a et et 

... m-2) m-i, mo, mi, m^, 

une serie de points lels que la substitution (i) change m* en 11 est cla.r 


1 1 1 
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que le point se rapprochei-a indefiniment de ^ qiiand x teiidra vers -f- oo, et 
de a quand x tendra vers — • oo. 

J’appelle aussi C* le cercle qui, ayant sou centre siir X, passe par a et 
par m^. Lorsqiie x tendra vers +oo, C* se rapprochera inderiniinent du cercle 
decrU, sur coinme diamelre; lorsqne x tendra vers — co, le rayon de C* di- 
minuera indefiniment. Gest dire que, si Ton applique la substitution (i) une 
infinite de fois a un cercle Co passant par a et ayant son centre sur X, on ob- 
tiendra a la liuiite un cercle ayant pour diametre. Si Ton applique une 
infinite de fois a €„ la substitution inverse, le rayon liuiite sera mil. 

Si, au contraire, on appliquait une infinite de fois la substitution (i) a un 
cercle passant par ^ et ayant son centre sur X, le rayon liiiiite serait nul, 
tandis qu’en lui appliquant une infinite de fois la substitution inverse, on ob- 
tiendrait a la liinite le cercle qui a pour diametre. 

II rdsulte de la qivun arc de courbe de longueur finle, ne coupant pas X, 
rencontrera un nombre infinl de cercles C^, c’est-k-dire de transformes succes- 
sifs du cercle C,,, ou bien un nombre fini de ces translormes, selon qu il 
rencontrera ou ne rencontrera pas le cercle qui a pour diametre. 

Si Ton a 

(a, ?) = (',', S), 

il existe une substitution reelle (') qui change a en y et p en S. Cette substi- 
tution est defmle par la relation 

< — Y t'— ° ^ ^ — ^ £lli. 

i — 0 y' — T .3 — pa'— a 

Il est une autre propriele des substitutions reelles sur laquelle je voudrai.s 
attlrer I’attention; en difierentiant la relation (i) on trouve 

dt 1 

dz i^cz -^r d 

Si, de plus, j’appelle / la partie imaginaire de 5, Y celle de t, je trouve 

, dt Y 
moci -T" = ” * 
dz y 

II. — Figures congruentes. 

Je dirai qiie deux figures sorit congruentes quand rune esl la lransfonn(‘<j 
de Faiitre par une svd)sLiLxitiori Les substituLions reelles fonnanl uii 

(^) Il faat que a et y (et par consequent p et 5) soient situes sur le nienieciUe de X; $ il it en 
est pas ainsi, le determinant ad — be sera negatif. 
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groupe, il esL clair que deux figures coiigrueiites a une meme irolsieme sont 
congruentes entre elles. 

Je puis eiioiicer Lout d’abord les theoreines suivanLs : 

Dans deax Jigares corigraentes les angles homologaes sont egaux. 

Si-i dans deax figures congruentes ^ le point y est homologiie de a et le 
point 8 Jiomologue de p, on a 

(i) («, P) = (t^°)- 


Cette relatioa pent prendre une autre forme. 

Gonsiderons, eii eCfet, les quanlites a, ^ et leurs conjuguees c/J ^ ^ de telle 


sorte que 




g Lzil. 

a — P' p — ol' 


Les qualre poluls a, a', seat sur ua inline cercle qiu a son centre 
siirX. Supposons de plus que a el p soient tons deux au-dessus de x. Ce 
cercle coupe X eii deux points que j’appelle h et Ir, h sera celui de ces deux 
points qui est sur I’arc pp', k celui de ces deux points qui est sur Fare aa'. Je 


[a, p] csl essenliellemenl reel, posilif et plus grand que i. De plus, on a 


(*: ?) = 


4[^. N 
([a, p]-^>r- 


Si Y est un point de Fare de cercle ap, on a 

KtIEt. ?] = [*> Pi- 
ll est clair luaintenant qu'en employant cetle notation nouvelle,on pent inettre 
la relation (i) sous la forme 

[«, P] = [T. 5]- 

Voyons ce qui se passera quand a et p seront uiiiniment voisins. 

So it 

z ^ X y V ^5 
dz= dx-^ dy 
mod dz=- dx'^-^ dy-^ 


H. P. — II. 


ID 
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On aura, en negllgeant les infiniment petlls d’ordre soperieiir, 

mod dz 


i-h 


ou 


[^, z dz] 
h{z, 3-hC?3] = 


y 

mod dz 


On voit ainsi qiie le logarlthnie neperien de [s, ^ H- dz^ esl proportionnel an 
module de dz el independant de son argument. 


L’integrale 


/ 


mo<l dz 

'y ' 


prise le long d’unarc de courbe qtielconque, s'appellera la L de cette courbe. 


L’mtegrale double 


// 


dx dy 



prise a rinterieur d'une aire plane qiielconque, sera la S de celte aire. 

D’apres ce qul precede, deux arcs de courbe congruents ont meiue L; deux 
alres congruentes ont me me b. La L d’un arc de cercle aji, ayant son centre 
sur X, sera le logaritbme neperien de [a, [i]. 

Je ne puis passer sous silence le lien qui rattache les notions precedenLes a 
la geometrie non eiiclidlenne de Lobatschevvskj. 

Supposons que I on convienne d enlever aux mots droitc-j longU6Ui 
distance y surface leur signification habltuelle, d’appeler drolle tout cercle 
qui a son centre sur X, longueur d une courbe ce que nous venons d appeler 
sa L, distance de deux points la L de Parc de cercle qui unit ces deux points 
en ayant son centre sur X, et enfin surlace d tine aire plane ce que nous appe- 
lons sa S. 

Supposons de plus que Ton conserve aux mots angle cl cercle leur signiti ca- 
tion, mais en convenant d'appeler centre d\ui cercle le point qiil est a une 
distance constante de tou^ les points du cercle (d’apres le sens nouveau du 
mot distance) et rayon du cercle cette distance constante. 

Si Fon adopte ces denominations, les theoremes de Lobatschewsky sont 
vrais^ c’est-a-dire que tons les theoremes de la geometrie ordinaire s’apphquenl 
a ces nouvelles quantites, sauf ceux qui sont une consequence du postulatiim 
d’Eucllde. 

Cette terminologie m’a rendu de grands services dans mes rechercbes, rnais 
je ne Femploiei'ai pas ici pour evlter toute confusion. 
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rm 


III. — Groupes discontinus. 


En visageons ime infinite de substitutions de la fon 


qui, en posant pour abreger 


r "t" 

CiZ -h di 


fM = 


aiZ -h bi 


peuvent s’ecrire sous la forme 


az -H di 




Pour abreger encore, je dirai simplement la substitution 


Je suppose que i est un indice qui varle de zero a Pinfini. 
Je suppose de plus 

dfif 1 , Co ~ o, 




Je suppose enfin que ces substitutions forment un groupe. 

Je vais definlr certains symboles dont je serai amene k faire usage dans la 
suite. Je poserai 

/f(^) = //[/F(^)b /f(^)=/d/r^(^)L •••• 


Jc ddfinirai de inline, par une extension toute naturelle, le symbole (^) 
quand m sera mil ou negatif. Je poserai 


/j (^) = ^, ^ [Mz)i /r- (^) = (^)]. 


Si (^z) est line des substitutions du groupe envisage, toutes les substitutions 
qui sent comprises dans la formule gendrale 


fTi^) 


feront dgalement partie du groupe. 

Siy; est une substitution du groupe non comprise dans la formule (2), 
toutes les substitutions de la forme 




appartiendront au groupe. 

Si maintenant f^{s) est irne substitution du groupe qui ne soit pas com- 
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prise dans la forinnle ( 3 ), C'est-k-dire qni ne soil pas une conibinaison de /i 
et cle/a, sij\ esl une subsliUilion du groupe qui ne soil pas une coinbmaison 
de fi ) ^2 ety3, etc., si enfin fp est une substitution qui ne soit pas une corabi- 
iiaison de /,, /p-,, les substitutions comprises dans la formule 

geiierale 

( 4 ) ft (-))■■■) 

(oil , ao, . . oL,i sont des indices qui peuvent elre i , 2, 3 , i ou jo, et 

on , ^2, - • sent des entiers positifs ou negatifs) feront egalement partie 

du groupe. 

II pent se faire qu’on ait epuise ainsi toutes les substitutions du groupe en- 
visage, de telle sorte que toute sid3stitiition de ce groupe soit une combinaison 
de/i,/2, Oil- dit alors que le groupe est derive de/i,y2, •••? 

que fi 7/0, . . fp sont un systeine de substitutions Joiidctnienlctlcs du gioupe. 
II est evident qu’un groupe pent avoir une infinite de systemes de substitu- 
tions fondanientales ; mais un seal de ces systemes sajffit pour determiner 
completement le groupe. 

On pent concevoir aussi des groupes tels qu’il soit impossible de les faiie 
ddriver dfim nombre fini de substitutions fondamentales. Mais nous les laisse- 
rons syst(5inatiquement de cote. 

Soit done un groupe G derive de p substitutions fondamentales / 17/27 
de telle sorte que toutes ses subs titi.it ions soient de la foimie ( 4 )* 

J’appellerai exposant d’une substitution de ce gi'oupe la somme des modules 
des nombres entiers positifs ou negatifs p,, ^27 •••7 P/i- 

11 pent se faire que les diverses substitutions contenues dans la formule ( 4 ) 
ne soient pas toutes distinctes et qu on ait identiquement 


( 5 ) 


fl\ {ft {- • -ftf-))-- -) = fl (/?: (• • •/?:(")•• •))• 


La relation ( 5 ) peal toiijours se mettre sous la forme 

( 6 ) ftiftX---ftMf--))-^- 


Les a et les ^ ont ici la me me signification que dans la tormule ( 4 )* 

Les relations de la forme ( 6 ) pourront, en general, etre toutes regardees 
comme les consequences d’un certain nombre d’entre elles que naus appelle- 
rons relations fondamentales et qui seront seules reellement distinctes. 

Un groupe H sera isomorphe a G s’il est derive d’un meme nombre de subs- 
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tilutions fondamenlales, et si Ton a entre ses substitutions fondaruentales les 
uiemes relations fondamentales. Si, entire les substitutions de H, il n’y a pas 
d’autre relation de la forme (6) qidentre celles de G, risomorphisme est reci- 
pi'oque et par consequent holoedrique ^ autrement il est meriedrique. 

Par suite des i^elations (6), une meme substitution pent etre mise d’une 
intlnite de manieres sous la forme (4) 5 de sorte que la definition donnee plus 
haut de Vexposant d' une substitution lalsse subsister une certalne amblgui'te. 
Nous appellerons alors exposant d’une substitution lu plus petite valeur que 
pent prendi'e la somme des modules de po, quand on ecrit cette 

substitution sous la forme (4)* 

Ici il y a lieu de laire une distinction importante entre les differentes sorles 
de groupes foiam^s de substitutions reelles. Nous devons d abord laisser de 
c6te les groupes qui ne comprennent qu’un nombre fini de substitutions et qui 
ont deja etc etudies k fond par plusieurs geometres. Mais si les substitutions 
d’un groupe sont en nombre infini, on pent faire deux hypotheses differentes . 

On pent supposer qu’il est possible de choisir dans le groupe une substitu- 
tion 

telle que fi{z) diflere inflniment peu de ^ (et cela quel que soil s), c’est- 
a-dire que le groupe contient une substitution infini teslmale. 

On pent supposer aussi que le groupe ne contient pas de pareille substitu- 
tion. 

Pes groupes de la premiere espece seront continus ^ ceux de la seconde 
discontinus. 

11 ne pent exister de toiictlon unlforme analytique de s qui reste inalteree 
par les substitutions d’un groupe continu, car cette fonction devrait reprendre 
la meme valeur en des points infinlment voislns les uns des autres et, par con- 
sequent, avoir une valeur constante. Aussi les groupes continus n ont-ils 
aucun interet pour nous et nous reservei'oiis le nom Ae groupes fuchsiens aux 
groupes discontinus formes de substitutions I'eelles. 

Si le groupe G est discontinu, il est clair qu’on pourra diviser le plan, ou 
une partie du plan, en une infinite de regions joulssant des propriaes 
suivantes : 

Ghacune d’elles correspondra k Tune des substitutions da groupe G. Celle 
qui correspondra a la substitution 
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s^Dpellera la region R/, et, par consequent, celle qui correspondra a la substi- 
tution 

(^,/o(^)) ou (s, z) 

s’appellera Rq. 

Quand z sera interieur d la region Ro^ fi{^) devra etre interieur d R/. 
Ell d’aiitres lermes, R/ sera la transformee de Ro par la substitution 

(- 2 ? ))• 

Supposons maintenant que soit interieur a la rdgion Ra-, correspondant a 

fl^i (^) devra ^ire interieur a Ro et, par consequent, {z)^ sera interieur 
a Rf. 

Dire que R/ est transformee de Ro par une subsLitution reelle, c est dire que 
ces regions sont congruentes et, par consequent, que toutes les regions R sont 
congruentes entre elles. 

Pour me servir d’une expression tres usitee de rauLre cote du Rhin, je dirai 
que la division d\in plan en une infinite de regions est reguliere lorsqu’en 
deformant ces regions d\ine maniere continue on pourra faire coincider le 
nouveau mode de division avec Pancien, de telle facon que cliaque re^gion de 
la nouvelle division vienne coincider avec une region de I’ancienne, et 
qu’une rdgloii donnee quelconque du nouveau mode de division vienne coin- 
cider avec une region donnee egaleinent quelconque de Pancien mode. En 
ce qui concerne le mode de division qui nous occupe, il est clair que, si 
Pon applique aux diirerentes regions R la substitution 

chaciine des regions R se changei'a en une autre region R, et Ro se changera 
en R/. C’est dire que la division du plan sera reguliere. 

Le probl^me de la recherche des groupes fuchsiens se ram^ne done au sui- 
vant : Suhdwiser d’une fagon reguliere le plan y ou une par tie du plan, en 
une infinite de regions toutes congruentes entre elles. 

Deux regions seront dites limitrophes lorsqiPelles confineront entre elles 
tout le long d^un arc de courbe qui leur servira de fronti^re commune. 

Soit R^ line region limitrophe de Rq tout le long d^un arc AB de son p<^ri- 
metre; cet arc AB sera I’un des cotes de Ro. Mais on peut supposer que ce ne 
soit pas le plan tout entier, mais une partie du plan qui ait dte divisde en une 
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infiaite de n%ions R, toutes congruentes entre elles. Dans ce cas, Ro pourra 
confiner tout le long d’un arc CD de son perimetre a la partie du plan qui 
n’aura pas eie subdivisee en regions R. Get arc CD sera encore im des cotes 
deR(,. Les cdtes tels que AB seront ceux de la premiere sorte, les cotes tels 
que CD ceux de la deuxieine sorte. 

Je supposerai toujours que les cotes de la deuxieine sorte sont des segments 
de I’axe X. 

Je justlde en quelques mots cette hjpotli^se. Si I’on a dlvise une partie du 
plan en une infinite de regions R, et si la region Rq est contigue a la partie du 
plan non divisee, on pourra toujours etendre la division a une portion plus 
grande du plan. Je Petendrai jusqu’a ce que Ro cesse d’etre contigue a la 
partie non divisee, 011 jusqu’ii ce que Ro atteigne Paxe X. Get apercu sutfira, 
je pense, pour faire comprendre les raisons qui me permettent d adopter cette 
bypotlicbse. 

J’appellei'al sommets de Ro les exlremites de ses cotes et je serai conduit a 
envisager : i*’ les sommets situes au~dessus de X; 2*^ les sommets situes surX 
et separant deux cotes de la premiere sorte; 3 ® les sommets situes siir X et se- 
[larant un cote de la premiere sorte et iin de la deuxieine sorte. J'appellerai ces 
din’ercnts sommets, sommets de la premiere, de la deuxieine ou de la troi- 
sieme categorie. 

Les points 

seront dits correspondants. 

Quand le point ^ est a Pinterieur de Ro, tons les points fc{z) seront dans 
des regions R^ diffcrentes de Ro* Done il ne pent y avoir dans 1 interieur de Ro 
deux points correspondants, et un point interieur a Ro ne pent etre non plus 
correspondant d’un point du perimetre de cette region. 

Au contraire, un point situe sur Pun des cotes de Ro, siirXp par exemple, 
appartient ii la fois a deux regions Ro et R^,. Si le point ^ est sur c esl- 
ii-dire sur le perimetre de R^,, le pointy'* (o) sera sur le perimetre de Rq sur 
un cote que j’appelleral et qui separera Ro d' une region R^ correspondant 
a la substitution 

Les cotes \p et seront dits conj agues. 

On pent tirer de Ik les conclusions suivantes : Les cotes de la premiere 
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sorte sont en aoinbre pair et conj agues deux a deux; 2 “ deux cotes coiijiigues 
sont coiigrueiits; 3‘' les points du perimetre de Ro? situes au-dessus de laxeX 
(sans parler des sominels dont nous nous occuperons plus loin), sont corres- 
poudants deux a deux. 

Une convention speclale est necessaire pour faire rentrer dans le cas general 
uii cas particulier qui se presentera quelqiietois. 

II poiirrait arrive r qu'on eut identiqueineiit 

//.('S) = /pH^) ^ =//d//d-s)]. 

Alors R;, coinciderait avec R),, \p avec a),. Mals, dans ce cas, la substitu- 
tion 

(=.//d^)) 

est elliptique et la relation (i) (§ I) pourrait se luettre sous la iorme (d) (§ I), 

de telle fa con que 

^ K= — I. 

La substitution n’alterant pas le cote celui-ci devra passer 

par le point a (point double de la substitution) et se partager en deux moitids 
congruentes entre elles. 

Cela pose, on pourra regarder le point a coniine un soininet et les deux 
moitids du cdte Xp coinme deux cotes distincts, coujuguds entre eiix; on esl 
ainsi ramene au cas general. 

Chaque souiiuet appartient a deux ou plusieurs regions dilldrentes; il en 
resulte que plusieurs soinuiets de R„ peuvent etre correspondants. ,le dirai que 
les soiumets correspondants appartiennent a un ineine cycle. 

D'api-es ce qiii precede, le nombre des colds de la premiere sorte est pair , 
soil an ce nombre. Ges an cotes seront conjuguds deux ii deux. SoienlA,) 
X„ . . ., X„ n de ces cdtes; . . ., A.„ les n autres cotes conjuguds des 

premiers, de telle sorte que les cotes A^, \i+p soienl conjugucs. Soient R;, la 
region qui esL llniiLrophe de Ro, le long du cole eL 

la substitution correspondante. De cette facon, on aura 

f n-hp{^) ~ f 

II est aise de voir que, si Ton sort d’une region R^ correspondant a 

(^1 
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par le cote correspoadanl a Xp, on entre dans une region correspondant a la 
substitution 

Rien n’est plus facile maintenanl qiie de trouver quelle est la substitution 
qui correspond ii une region donnee Rp^- SoientA un point mtdrieur a Ro,B on 



point interieur ti Rp^; joignons ces deux points par un arc quelconque AMB. 
Si je suppose que cel arc AMB parte de la region Ro, qu’H en sorte par le ccMe X«, 
pour entrer dans la region R^,, puis qu’il sorle de R^, par le cdte correspon- 
dant ii pour entrer dans la rdgion Rp,, qu’il sorte de Rp. par le c6te corres- 
pondant a X„. pour entrer dans Rp^, etc., et enfin qii’il sorte de Rp^_, par le 
cote correspondant ti Xa, pour entrer dans Rp,^; la substitution qui correspondra 
a cette region Rp^ sera 

[•3. /a,(/a,(/a,). • - (/a,-,(/«,(-®)- • •)]• 

Dans cette expression a,, a., . . . , av designent des indices qui peuvent 6tre 

I , 2, . . . OU 2/t. 

Done toute substitution qui correspond h une region que I’on pent atteindre 
en partant de Ro et en franebissant un nombre fini de coti^s estunecombinaison 
de (-Si/a)) Nous laisserons de cot^ tous les groupes pour 

lesquels on ne pourrait pas passer d’une region k I’aiitre en franebissant un 
nombre fini de cbtes. Alors toute substitution sera une combinaison de 

(y) (3,/i), (3,/s), (3,/n)- 

Comment trouverons-nous les relations de la forme (6) qui auront lieu entre 
les functions /< , /s , • • • , /« ’ 

Pour cela il suffira dvideinment de rechercher comment on pent exprimer 
par une combinaison des substitutions (7) la substitution 
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qui correspmid u R,,. On appliqueva > regie cxposec plus haiit, c’est-a-dire 
qii’on decrlra tin contour ferine quelconque AMA passant par un point A mte- 
rieur a Ro- Si ce contour traverse successiveinent des regions Ro, Ra,i 

IPp , Rp = Ro et en sort respectivement par les cdtes correspondants 

j ^ ", la substitution qui correspondra ii Ro sera 


ce qiii perinettra d ecrire 


3 =/«.(/«.(■ 


DCS relations (6) ainsi obtemies, toutes ne sont pas fondainentales. Pour 
obtenlr les relations fondainentales, il suffit de decrire des contours females 

inrinildsimaux autour de chacim des soinmets de R„. 

Puisqu’on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les subslitu- 
lions (7) sont ginrdralement independantes et par consequent forment un sys- 
Runo de substitutions fondainentales du groupe envisag'd. 

' On voit de plus que I’exposant d’.ine sulistitutlon /,• est le noinbre mmunum 
,1c cues qc’il f.»l. rnuK*!,- |.,H.r passer .le R. ,l.„s k r,!sl,.a qui eorrosp.nd k 

la substitution//. i ■ • 

Outre les groupes fuebsiens ou groupcs discontinus tonnes de substitutions 

rdelles, j’al etc conduit k envlsager les groupes discontinus forinds de substi- 
tutions iindaires quelconques el que j’ai appelds groupes klcineens Jo non 
parleraipas dans le present travail, me rdservant d’exposer dans un Me.no.re 
special les resultals que j’ai obtenus a leur egard. 


jV. Polygones g^n^rateurs. 

Les r.u,i„„s 11, soil .leCcies par k eon.lai.m <iee el.ae.mc .Vclles nc eontienl 

c„'„se«lpei.ueorrespocda„tk.mpoinrs dock Mais eeue condit.on nc 

suffit pas pour les ddf.nir compldteinent. En effet, si Ton se donne un groupe 
fuclisien G, il y aura unc infinild de maniferes de subdiviser le plan de telle 
sorte que dans’ chaque region il n’y ait qu’un point correspondant k un point s 

'^'"au contraire si I’on se donne la decomposition du plan en uue infinitd de 
regions telles que R, le groupe G sera parfaitement determine. 

Donnons-nous un groupe G et envisageons les diverses ddcompositions du 
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plan en regions R/ qui correspondent a ce groupe. Ges decompositions sent eri 
nonibre infmi. Comment de Fune d'elles pourrons-nous dedurre toiites les 
autres? Soient So nne portion de la region Rq, S/ la portion correspondanle de la 
region R/, Ghoisissons, parmi les substitutions du gronpe G, Fune quelconque 
d’entre el les 

So it ip F indice de la substitution 


de telle sorte que 


/;.[/K^)]=/v(^)- 


Des diverses regions R/ je retranche la portion S/ et j ajoute a ce qui resle la 
region J'obtiens alnsl une infinite de regions 

R[- = R^-e- S/^, — S/. 

Ges regions R',- reconvrironl la ineine partie du plan que les regions RjCl ne la 
recouvriront qu’une fois. Chacune d’elles ne contiendra qu un seul point coi- 
respondant k un point donnd A la decomposition du plan en regions R^. cor- 
respondra done le m^me groupe G qu’k la decomposition en regions R/. Si Sn 
est coutigu interieurement a Tune des frontieres de Ro et si est contigu 
exterieurement a Tune des frontieres de Ro — So, la regionRu sera d une seule 
piece et sans trou. La plupart du temps, pour plus de coimnodite, nous clioi- 
s irons la region R; de telle sorte qu’elle soit d'une seule pikee el sans irou, 
mals cela n’a rien d’essentlel. 

En opdrant sur les regions R'- comme nous avons opere sur les regions R/, 
nous obliendrons une nouvelle decomposition du plan en regions R,- qui coi 

respondra toujours an groupe envisage G. En continuant indelinlnieut de la 

sorte, on obtlendra toules les decompositions qui correspondent au groupe G. 
On est conduit tout naturellement a la generalisation suivante : 

JusquRci j’ai suppose que la region So ^alt tout entiere interieure a la 
region Ro et par consequent S,- k la region R„ et de Ikil, sans cette hypolbese, 
on ne sauralt ce qu’on doit entendre par la region 

R'- = Ri'-f- S/^, S|j 

a raolns toiitefois que I'on ne fasse une convention speclale. 

On est conduit ainslkenvisager des regions dlvisees en deux parties < on 

Fune est consideree comme positive el Faulre comme negauve. 
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AilisI, si Si lie fait pas partie de R/, on considerera la region R'. comme for- 
mee d’lme partie positive R/-{- Si^ et d’une partie negative S/. Get ordre de 
considerations n’est pas d’ailleiirs absolument nouveau. 

Si I on envisage un quadrilatere ABGD dont deux cotes opposes AB et CD 
se coupent en un point M, ce quadrilatere, foi'ine de deux triangles ADM 
et BCM opposes par le sommet, s’appelle un quadrilatere concaee. 

Les formules qui donnent Taire d’un quadrilatere convexe s'appllquent a 
une pareille figure pourvu qu’on regarde Talre de cette figure comme la diffe- 
rence et non comme la somme des aires des deux triangles ADM et BCM. Dans 
un quadrilatere concave Tun des deux triangles doit done etre regarde comme 
positif et Tautre comme negatif. 11 se passe ici quelque chose d’analogue. Une 
region concave R^. sera formee d’une portion positive R/H- et dame portion 
negative S/. Le nombre des points correspondants a un meme point donne 
compris dans la partie positive de R^-, est toujoiu's fini et il surpasse d’une 
unite le nombre des points correspondants a ^ compris dans la partie nega- 
tive. 

Nous ferons pen d'lisage de cette subdivision du plan en regions Rf con- 
caves, parce que la subdivision en regions convexes est infiniment plus coin- 
mode, mals elle pourra nous servir comme d’intermediaire pour passer dame 
subdivision convexe a une autre subdivision egalement convexe. 

Puisqu’il y a une infinite de mani^res de subdiviser le plan en regions R/ 
convexes, nous devons choisir parmi ces divei'ses manieres la plus simple et la 
plus commode. 

Void comment nous pourrons proceder. Nous determinerons une region So, 
et la region Sp transformee de So par la substitution fp (is). Nous ajouterons 


Fig. 2. 
N' 



Sjt, a Ro et nous en retrancherons So* Nous obtiendrons ainsi une nouvelle 
rdgion R'^^ qui pourra servir de base a une nouvelle subdivision du plan en 
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regions R'. correspondant an groupe G. Car, pour obteiiir la region R^-, il siiffira 
de retrancher de R/ la region txansforiuee de So par //(^) et d’y ajouter la 
I'Cgion transformee de par /£(;:). Comment maiiitenant conviendra-t-il de 
choisir les regions So et Sj^? 

Solent AMB tin cote de Rq, le cote conjugue.Ces deux cotes sontcon- 

gruents et la substitution reelle qui change AMB en A^M^B^ est une substitu- 
tion /jo(;5) du gTOupe G. Joignons les points A et B par un arc de cercle ANB 
ayant son centre sur X. La region So sera la region AMBNA comprise entre 
Parc de coiirbe AMB et Fai'C de cercle ANB. Le transforme de ANB par f p{z) 
sera un arc de cercle A^N^B^ ayant son centre sur X, et la transformee Sp de So 
sera la region A'M'B'N'A'. Si nous ajoutons S^^ a Ro et que nous retranchions 
So 7 nous obtiendrons une region RJj analogue a Ro, mais on les cotes conjugues 
AMB, A'M^B' seront devenus des arcs de cercle ANB, A'N^B' ayant leurs 
centres sur X. 

En operant de mdme maniere sur chaque paire de cotes conjugues de la pre- 
miere sorte, on reduira tons ces cotes a des arcs de cercle ayant leurs centres 
sur X. On pent done toiijours supposer que la region Ro est un polygonedont 
les cotes sont de deux sortes, les uns sont des arcs de cercle ayant leurs centres 
sur X, les autres sont des segments de cet axe X lui-meme. Un pareil polygone 
siippellera polygone normal* 

Mais line difficulte speciale pent se presenter dans certains cas. 

En cITet nous ne nous sommes pas inquietes de savoir si la region 


So= AMBNA 


hiisait tout entiere partie de Ro- U pourra done se faire que le polygone nor- 
mal auquel on aura reduit la region Ro soit concave. 

Voici comment on se tirerait d’aftaire en pareil cas. II est clair que la partie 
positive et la partie negative de Ro devront ^re toutes deux des polygenes nor- 
maux. Supposons, pour fixer les idees, que la partie positive contienne au plus 
deux points correspondants a un point donne 5 . Parmi les points de Ro, ily en 
aura qui seront compris dans la partie positive et qui n’admettrmit aucun cor- 
respondant soit dans la partie positive, soit dans la partie negative. Ils lorme- 


ront un certain polygone normal P. 

La partie negative formera un certain polygone normal P'; et a chaque point 
de certe |)artie negative correspondront deux points de la partie positive dont 
Pcnsemble formera deux polygones normaux P^ et P", tons deux congruents 


THEORIE DES GROUPES FUCHSIENS. 


t !26 

a La partie positive de Rq sera formee des trois polygones P, P'^et P^^L Cela 
pose, retraiiclions de Rq le pol3’'gone P'^ et ajoutoiis-y le poljgone congruent P^. 
Nous obtiendrons ainsi une nouvelle region R^ qui pourra servir comme R^ a 
engendrer le groupe fuchsien G. Cette region n'aura plus de partie negative et 
sera formee des deux polygones P et 

Ge sera done iin polygone normal corwexe. 

On voit ainsi que^ dans tons les cas possibles y on peat supposer queV^^ est 
un polygone normal convex e. 

Si I’on connait le polygone normal Rq et la distribution de ses cotes en 
paires de cotes conjugues, le groupe G est^entierement determine (^). 

En elTet, reportons-nous a ce que nous avons vu dans le paragraphe prece- 
dent : 

Les substitutions fondamentales de G sont celles qui coiTespondent aux 
regions limiti'ophes de Rq ; on les obtlendra done en envisageant un des colds 
de la premiere sorte de Rq et en cherchant quelle est la substitution qui change 
ce cote en son conjugue. Or soient AB et A'B' deux cotes conjugues. Ces 
deux cotes, d’apres le paragraphe III, devront etre congruents, c’est-a-ciire 
qiron aura 

(A, B) = (A', B'). 

Or dans ce cas, d’apres le paragraphe I, il existe une substitution reelle qui 
change AB en A^B'et, en general, cette substitution estparfaitement determinde. 
Les substitutions fondamentales du groupe G, et, par consequent, le groupe G 
lui-m4me, sont done parfaitement determines. 

C’est pour cette raison que j’appellerai le polygone poly gone generatear 

dll groiiyie G. 

V. — Classification en families. 

Nous avons vu plus haut que deux, trois ou plusieui's des sommets du poly- 
gone Rq peuvent etre des points correspondants et nous avons appele cycle 
rensemble des sommets de ce polygone qui sont coiTespondants a I’un d’entre 
eux. 


(^) Si les deux exlr^mites d’un cote de la premiere sorte AB sont situes sur I'axe X, il en est 
de mdme des extr(^mites du cote conjugue A'B'. Il existe alors une infinite de substitutions 
reelles qui cliangent AB en A'B'. Dans ce cas, il arrive done que le polygone engendre une 
infinite de groupes fuebsiens. N. E. N. 
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Ijes sommets de Ro se repartissent de la sorte en iin certain nombre de 
cycles. Voyons cominent, coiinalssant la distribution en paires des cotes de la 
premiere sorte, on poiirra trouver la distribution des sommets en cycles. 
Pour cela, il suffit d’appliquer la regie suivante, cpPon demontrerait sans 
peine : 

Supposons qu’on parcoure dans iin certain sens le perimetre dii polygone R^, 
et qiron rencontre siiccessivement un cote, puis un sommet, puis un autre 
cote, puls un autre sommet, et ainsi de suite. Cela pose, partons d^un sommet 
quelconque; envlsageons le cote suivant, puis son conjugue si ce cote est dela 
premicu’c sorte; puis le sommet suivant, puis le cote suivant, puis son conju- 
gue si ce cote est de la premiere sorte, et ainsi de suite. On pouiTa continuer 
ainsi jusquii ce qu’on I'evienne au sommet qul a servi de point de depart, on 
bien jusqu’a ce qu’on arrive a un cote de la deuxieme sorte. 

Dans le premier cas, toxis les sommets qu’on aura rencontres de la sorte for- 
meront un cycle. Dans le second cas, il sera necessalre, pour completer le cycle, 
de reprendre le sommet qui a servi de point de depart et de remonter a partir 
de ce sommet, en consid(^rant successlvement le cdte precedent, puis son con- 
jugiK^ si ce cote est de la premiere sorte, puis le sommet precedent, puis le c6te 
precedent, et ainsi de suite jusqu’ii ce qu’on finisse par arriver a un c6te de la 
deuxi&me sorte. 

Ji est aise de voir qii’il y a trois categories de cycles : Tout point corres- 
pondant d’un point ^ situd au-dessus de X est lui-mdme au-dessus de X, done 
tout sommet correspondant d’un sommet de la premiere categoric (§ III) est 
lui-mdrne de la premiere categoric. Ily aura done des cycles forme's uniquement 
de sommets de la premidre categoric; ce seront les cycles de la premiere cate- 
goric. En partant d’un sommet de la premidre catdgorie et prenant successive- 
ment les cotds et les sommets qu’on rencontre en appliqiiant la regie prdee- 
dente, on ne rencontrera jamais que des sommets de la premiere categorie et, 
par consequent, aussi jamais que des cotds de la premidre sorte. On ne sera done 
aiTdte que quand on sera revenu au sommet qui aura servi de point de ddpart, 
c’(ysL4i-dire que le cycle sera /ermd. 

Tout sommet correspondant d’un sommet de la deuxieme on de la troisi^me 
categorie devra liii-m^jme appartenir a Tune des deux categories. Ce qui nous 
am^me a considerer deux nouvelle^ classes de cycles. 

Les cycles de la deuxieme categorie ne contiendront que des sommets de 
la deuxbbme cat(%orie; en leur appliquant la r^gle precedente, on ne rencon- 
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irera pas de c6tds de la deuxleme sorte, c’est-a-dire que Ic cycle sera encore 
ferme. 

Les cycles de la troisieme categorie conliendront des sominels de la Iroi- 
sifeme categorie et pourronl en conlenir egalement de la deuxleme; en leur 
appliquant la regie precddente, on rencontrera des cotes de la deuxierae sorte, 
c’est-ti-dlre que le cycle sera oucei't. Cela \'a nous permettre de classei en 
families les polygones et par consequent les gi'oupes G. 

Le polygone Ro sera : 

de la I™ famine s’ll y a des cycles de la n" categorie seulement; 

de la 2* famine s’ll y a des cycles de la 2 <’ categoric seulement; 

de la S*’ famine s’ll y a des cycles de la 3® categorie seulement; 

de la 4' famine s’ll y a des cycles de la a'’ et de la 3*= categorie seulement; 

de la 5“ famine s’ll y a des cycles de la n” et de la 3” categorie seulement; 

de la 6® famllle s’il y a des cycles de la i"'® et de la 2 ® categorie seulement; 

de la 7® famllle s’ll y a des cycles des irols categories. 

Quelques exeraples feront mieux comprendre ma pensee. 

Exemple I. — Le polygone Ro est un liexagone ABLDLf ; tous les c6t6s 


Fig. 3. 



sont de la premiere sorte; les cotes 

AB et AF, 

' BC et FE, 

CD et ED 

sont conjugu^s. Appllquons la rfegle, nous rencontrerons successlvement : 

i" En partant du sommet A, le sommel A, le cote AB, le cole AF et le soni- 
mel A ; 

2 ° En partant de B, le sommet B, puis BG, puls EF , puis F , puis FA, puts AB, 
puis B; 

3“ En partant de C, le sommet C, puis CD, puls ED, puls E, puis EF, 
puls BC, puis C ; 

4® En partant de D, le sommet D, puis DE, puis CD, puis D. 


THEORIE DES GROUPES FUCHSIENS. 


II y a done quatre cycles formes respectivement .* 

Du sommet A ; 

Des sommets B et F ; 

3® Des sommets C et E; 

4® Du sommet D. 

Exemple II. — Le polygone.Ro cst toujours un hexagoiie ABCDEF dont 
tous les cotes sont de la premiere sorte; mais les cotes opposes 

AB et ED, 

BG et FE, 

CD et AF 

sont conjug'ues. Appllquons la regie, nous rencontrerons successiveraent : 

i‘' En partant de A, le sommet A, puls AB, puis DE, puis E, puis Ef, 
puis BC, puis C, puis CD, puls FA, puls A; 

2 '" En partant de B, le sommet B, puis BC, puis EF, puis 1^, puis tA, 
puls CD, puis D, puis DE, puis AB, puis B. 

II y a done deux cycles formes respectivement : 

1 ^ Des sommets A, C et E; 

2® Des sommets B, D et F. 

Exemple HI. — Le polygone Ro est un oclogone ABCDEFGHdoat tous les 
cotes sont de la premiere sorte; les cdtes opposes 

AB et FE, 

BC et GF, 

CD et HG, 

DE et AH 

sont conjugues. 

Partons du sommet A, nous rencontrerons successivement : A, AB, Et, F, 


/ ^ D E ^ 


FG, BC, C, CD, GH, H, HA, DE, E, EF, AB, B, BC, FG, G, GH, CD, D, 
DE, HA, A. 


H. P. — II. 
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Tons les sommets font done partie d'un meme cycle . 

Exemple I V- — Supposoixs maintenant que les cotes 

A.B et DC, 

BG et ED, 

EF et HG, 

FG et AH 

soient conjugues. 

Partons encore de A, nous rencontrerons : 

A, AB, CD, D, DE, BG, G, CD, AB, B, BC, DE, E, EF, GH, H, HA, FG, 
G, GH, EF, F, FG, HA, A. 

Tons les sommets font encore partie d’lin ineme cycle. 

Dans les quatre exemples precedents, tons les cotes sonL de la premiere 
sorte, tons les cycles sont done de la premiere on de la deuxieme categoric. 

Exemple V. — Le polygone Rq est encore iin octogone ABCDEtGH. 



Les edtes AB, CD, EF, Grll sont de la premiere sorte; les cotes BG, DE, FG, 
HA sont de la deuxieme sorte. Les cotes 

AB et DC, 

EF et HG 

sont conjugues. On rencontrera successivement : 

En partant de A, le cote AB, puis CD, puis D, puis DE qui est de la 
deuxieme sorte; 

2 ^^ En partant de G, le cote CD, puis AB, puis B, puis BG qui est de la 
deuxieme sorte; 

3^' En partant de E, le cote EF, puis GH, puis H, puis HA qiu est de la 
deuxieme sorte ; 

4^ En partant de G, le cote GH, puis EF, puis F, puis FG qui est de la 
deuxieme sorte. 

Les sommets se repartissent done en quatre cycles formes respectivement : 
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1 ° De A et de D ; 

2 “ De G et de B; 

3° De E et de 11 ; 

4^ De G et de F. 

Ces cycles sent ouverts, puisque dans la recherche de chacun d eux on a ete 
arrete par la rencontre d’un cote de la deuxieine sorte. Ils sont done de la troi- 
sieme categorie. 

On peat poiisser plus loin encore la classification des polygones Rq et des 
groupes G. Voici de quelles considerations nous pourrons taire usage a cet efiet. 

Gonsiderons d’abord un cycle de la premiere categorie et un sommet Ao de Ro 
faisant partie de ce cycle. Solent le cot^ sulvant, son conjugue, A^ le soin- 
met sulvant, Bo le cote sulvant, Co son conjugue, Ao le sommet sulvant et ainsi 
do suite, on poursuivra de la sorte jusqu’a ce qu’on arrive a un sommet A^, 
coi'ncidant avec Aq. 

On poiirra m^nie poiirsuivre indefinlment de cette facon sans etie jamais 
arrete puisqu’on ne rencontrera pas de edt^ de la deuxleme sorte. Mais le 
sommet A, i ne difterera pas de Aq, le sommet A/i 4 .i de et, en general, le 
sommet A/i de si I’on a 

h^k (mod/i). 

Le cycle se compose alors de n sommets distincts, h savoir Ao, A|, ..., A//_i. 

Supposons maintenant qu’on ddcrive autour de Aq un cycle infiniment petit 
quelconque; oa sortira de Ro par le c 6 te B,, pour entrer dans le polygone R,. 
Considdrd coinme appartenant a ce dernier polygone, le c6t.(5 B, sera 1 homo- 
logue de G, ; par consequent, le point A„ sera I’homologue de A, et le edtd sui- 
vant sera riiomologue de B.. Le cycle infiniment petit demerit autour de Ao sor- 
tira ensuite du polygone R, en franchissant ce cdtd horaologue de B. el entrera 
dans un certain polygone que j’appelle R 2 - Consid^re corame appartenant a ce 
polygone, leedtequi, dans R,, etait homologue de B. sera homologue de C,; 
le point Ao sera homologue de A, el le c 6 te suivanl riiomologue de B 3 . 

On conlinuera de la sorte, la loi est manifeste. On passera successivement 
dans les polygones Ro, Ri, R 25 R?-i s*' enfin dans Ry qui devra se con 
fondre avec Ro- 

On sortira du polygone R* pour entrer dans le polygone Ra+, en franchissant 
un cote qui, envisage comme appartenant k R*, sera 1 homologue de B^+i 
et qui, envisagd comme appartenant a Ra+i, sera I’homologue de Ga+,. Le 
sommet Aq, envisagd comme appartenant a Ra, sera I’homologue de Aa- 
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Mais le polygone doit se confondre avec Rq ; done le sommet ne doit 
pas diflPerer de Aq ; on a done 

^ = o (mod ja), 

d^od 

q^pn. 

Le nombre des polygones qul onL un sommet en Aq sera done divisible par 
La figure ci-jointe eclaireira peut-etre ee qui preeede. Nous y avons siipposd 

n = 3 , /> = a. 

Nous n’avons represente que les parties des polygones qui sent infiniment 
volsines de Aq; e’est pourquoi ehacun de ees polygones est represente seule- 


Fig. 6. 



ment par un angle. Dans le voisinage de chaque sommet A (on de chaque cold 
B oil G) et k rintdrieur de chaque polygone R/, nous avons marque une lettre 
indiquant quel est le sommet (ou le cote) de Rq dont ce sommet A (on ce 
cotd B ou C) est rhomologue si on I’envisage comme faisant partie du poly- 
gone Ri*. 

Nous avons done, autour du point Aq, pJi angles dont la somme doit etre dgale 
ii a et comme dans deux polygones congruents les angles bomologucs sont 
dgaux, on aura, entre les angles A, la relation 

Aq - h A 1 A 2 === a Ti: . 

Or on a 

A/,,i+ AA-n+l-H Aytn-hsH-* • -H- = Aq-H Ai -H. . A„»i. 


II vient done 

2 Tt 

Ao * 4 - Ai *+• A 2 “ 1 “ • A ? 

ce qui permet d^enoncer le theordme suivant : 

La somme des angles de^^^ qui covrespondent aux sommels d u/i mifYie 
cycle de la premiere categoric est une partie aliquote de 27c. 
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Mais id deux cas peiiveiit se presenter : ou bieii la somme de ces angles sera 
egale a 2tc, ou blen a 2tc divise par un nombre eiitier plus grand qiie i . 

Dans le premier cas, je dirai que le cycle appartient a la premiere sous- 
categorie; dans le second cas, qu’il appartient a la deuxieme sous-categorie. 

Les proprietes des cycles de ces deux sous-categories ne sont pas tout a fait 
les memes; c’est ce qui nous engage a faire dans la premiere famille une cou- 
pure, et a separer, sous le iiom de premier ordre, les polygones Ro dont tous 
les cycles sont de la premiere sous-categorie, pendant que les autres poly- 
gones Rq qui aiiront un cycle de la deuxieme sous-categorie formeront le 
deuxieme ordre. 

Reprenons les polygones Rq, Rj, . • • , R^-i qui out un sommet en Aq. 
Envisageons la substitution reelle qui change Ro en R,^ et qui fait evidem- 
ment partie du groupe G. Cette substitution ne changera pas le point Ao qui 
devra par consequent en eti'e un point double. C’est done une substitution 
elliptique; elle pourra se mettre sous la forme (3) (§ I) et de telle sorte que 

K = e 

Supposons maiatenant que le point Ao, au lieu d’appartenir a un. cycle de la 
premiere categorie, appartienne k un cycle de la deuxieme categorie. Tous les 
raisonnements prdeddents s’appliqueront, puisque nous n’avons supposd qu’une 
chose : c’est que le cycle etait ferme, et puisque cela est vrai des cycles de la 
deuxieme comine de ceux de la premiere catdgoiie. Seuleinent le nombre q, et 
par consequent le nombre p, seront infinis. La somme des angles correspondant 
aux divers sommets du cycle sera done nulle et c’est ce qu il ^tait aise de pre- 
voir, puisque tout angle d’un polygone normal dont le sommet est de la 
deuxifeme categorie est evideminent nul. La substitution reelle qui change Rj 
en R„ ne changera pas A„. Ce sommet en sera done un point double, et comme 
il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbohque. 

Soit S cette substitution; soil C* le c6td qu’il fautfranchir pour passer deR* 
dans R*+,. sera le transforme de C* par S, de sorte que les divers cotes C* 

seront les transformds successifs de Co, C,, ..., C„_, par la substitution S et 
la substitution inverse. 

Supposons d’abord que la substitution S soit parabolique. Nous avons vu 
(§ I) qn’un arc fini de coiirbe qui ne coupe pas X ne peut rencontrer qu un 
nombre fini de transformes successifs d’un cercle tel que Co par une substitu- 
tion telle que S et par sa substitution inverse. Un pared arc ne. passera done 
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qu’a travers im nombre fini des polygones Ro, R^, R^, qui ont un 

sommeL en Aq* 

Supposons, au contraire, que la substitution S soitbyperbolique. Soient Aq et 
Ay les deux, points doubles de cette substitution, C le cercle decrit sur A^Ay 
comine diametre. Nous avons vu (§1) qu’un arc fini de courbe qui ne coupe 
pas X rencontre un nombre infini de trans formes successifs dam cercle tel 
que Cq ou n’en rencontre qu’un nombre fini, suivant qufil coupe oii ne coupe 
pas le cercle G. Un pareil arc traversera done un nombre infini des polygones 
Ry, R|, ..., R^, s'il coupe C, et il n’en traversera qirun nombre fini sfil 
ne coupe pas C. Si la substitution S est parabolique, nous dirons que le cycle 
auquel appartient Ay est de la troisieme sous-categorie ; si elle est hyperbo- 
lique, nous dirons que le cycle est de la quatri^me sous-cat(%orie. 

Gela va nous permettre de subdiviser les deuxieine, quatrleme, sixieme, sep- 
ti^nie families. 

Un groupe de rune de ces families appartlendra au premier ordre de cette 
famille s’il ne contient pas de cycle de la quatrieme sous-categorie, et au 
deuxi^me ordre s’il conlient des cycles de la quatrieme sous-categorie (‘). 


VI. — Existence des groupes fuchsiens. 

Jusqu’ici, nous avons raisonne sur les groupes fuchsiens en supposant qu’ils 
existaient et nous n’en avons pas demontre Texistence. Nous avons vu que tout 
groupe fuchsien G pent etre considere comme engendre par un polygone nor- 
mal Ry dont les cotes sont de deux sortes ; ceux de la premiere sorte sont des 
arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la deuxi^me sorte sont des seg- 
ments de I’axe X lui-meme. Les cotes de la premiere sorte sont au nombre de 
et se repartissent en paires de cotes conjugues. Quand on connait le polygone Ry 
et la repartion deses cotes en paires, le groupe G correspondant est, en general, 
parfaitement determine. Quant aux sommets, ils se repartissent en un certain 
nombre de cycles. 

Pour pouvoir donner naissance a un groupe fuchsien G, le polygone Ry doit 
satis faire k deux conditions : 


(^) On pent se passer de cette derniere sabdivision. Poincai'e demontre plus loin qu’on pent 
eviter les cycles de la quatrieme sous-categorie, en rnodifiant convenablement le polygone 
Mats cette demonstration appelle des critiques; en realite, le polygone generateur n’admet pas 
des cycles de la quatrieme sous-categorie. Voir les Notes h. la fm du Volume. N. E. N. 
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Deux cotes conjugues doi^ent etre congruents / 

2^' La sornme des angles d'un meme cycle de la premiere cate gone doit 

etre une partie aliquote de 2 7 z. 

Ces conditions sont necessaires ; sont-elles suffisantes? G est ce que je vais 
demontrer. 

Je suppose que le polygoae Ro soit donne, aiusi que la dislnbimou de ses 
cdtes de la premiere sorte. De cette connaissance resulte celle des substitutions 
fondamentales du groupe correspondant et par consequent la possibilite de 
construire les polygones R limitrophes de Ro (')■ Operant sur ceux-ci comme 
on a opere sur Ro, on construira les polygones limitrophes des polygones deja 
obtenus et continuant ind^finiment cette operation, on construira une infinite 
de polygones congruents a Ro- Mais ici plusieurs hypotheses peuvent etre faites : 

On bienles polygones ainsi construits couvriront une partie du plan mais 
ne la couvriront qu’une fois de mani^re a ne pas empieter les uns sur les autres 
et ii ne pas se recouvrir mutuellement. Alors ils formeront une sorte de damier, 
la portion du plan envisagee sera partagee en un certain nombre de regions 
congruentes entre elles. Uexistence du groupe fuchdeii correspondant d Ro 
sera done demontree. 

a” On bien les polygones construits de la sorte empidteront les uns sur les 
au tres de facon a I'ecouvrlr une partie du plan plusieurs fois ou meme une infi- 
nite de fois. Dans ce cas le groupe auqiiel condulrait Ro (c’est-a-dire le groupe 
dont les substitutions fondamentales sont celles qiii changent chaque edt^ de 
la premiere sorte de R„ en son conjugud) est contlnu; ce n’est pas un groupe 
fuclisieii. 

Comment reconnaitrons-nous maintenant quel est celui de ces deux cas 
auquel nous avons affaire? Considerons un point quelconque A, interleur a Ro, 
et un second point B quelconque. Joignons A a B par un arc de courbe quel- 
conque AMB. Get arc sortlra de R« par un certain cdtd C„; on construira alors 
le polygoneR,, limitrophe de Ro le long de C„; si AMB sort de R, par un 
cdte C, , on construira le polygone R,, limitrophe de R, le long de C, et amsi 

de suite. 

Les arcs AMB seront de deux sortes ; 

i“ Oil bien, apres un nombre finl d’operations de ce genre, on Imira par 

(') 11 fauL e.vcepler les cas dout 11 esl ciuesUoti dans la note de la page laU. 
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, ■ R d„„«l „e sorle plus I'arc AMB, de telle ta,o» ,«6 k 

trouver uii polygon " ^ le point B se tronve dans la 

poiu, B suit it 1’in.er.eur de R. . c e 5 

A.. nUn recouverte par les polygones xx h 
parlie d p premiere sorte. 

cette parlte du plan • ^ optollous elTecludes. on 

»” O" rpoVoue R. duquel ne sorte plus Parc AMB : Parc AMB 

ne irouvera j amais un polygone ia„ ^ 

sera alors de la deuxieme sorte. 

■ 1 rat.^nt B on pent faire trols hypotheses : 

An sujet . « p ^ ^ ,, „ 

.orteXoLTest alor! l.ors de 1. partle du plan reoou.erte par les pol,- 

p'ones R. . A /txi il V cii a cle la premitire sorte; 

,0 Parinl les arcs Veede, k un polygone k I’lntd- 

chacun de ces arcs con , lygoue Kn est le meme quel que soil 

rieur duquel se tronve • ^ ^ ^ et B. 

Pare AMB cle la premiere sorie p 1 ,,, 'recouverte par les polygones R ; 

Dans ceeaslepointBest dans la parued^^^^^^^^^^^^^^ 

depluscespolp,ou..re— «.pa.u^ 

Pexistence du groupe Cu p a R il Y en a de la premiferc sorte J 

3^ Panni les ares AMB ^ ,e „rouvc B; mats 

chacund’eux conduit a unp^o^}«o^^^^^^^^^^ 

ce polygone change quan • j ri polygones R; mais ces polygone* 

dans la partle du plan aurtc ...PH ■>> u pus de 

recouvrent cette partie du plan plus 
groupe f uchsien correspondant a R, • 

Nous sominesdonc AMB, ANB dc la \n-oAn\bvr 

DlautioindredeuxpotiUsAetB^^^^^^^ 

sorte el rechercher sx 

Mais nous pouvons la modxt e ^ 

fenndAMA, dont lepo‘ntint^t^^^^^^^ li.ulirophc de R„ h 

sort de Ro ,)n construira le polygone lU, liti»‘ 

long de Co^s x^sort^ e ^ , 

::r:l\lu.e:crte,ckst«^^^ 

p:rrAMA.'X,tT.rrPcnBe/«cAs.Vt,.» 
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que soil le contour AMA de la premih^e sorts ^ le polygons R/^ soit precise- 
men t Ro‘ 

Supposons d’abord que le polygoiie Ro envisage n’admette pas de cycle de la 
qua trie me sous-categorie . 

Dans ce cas j’enoncerai les tbeoremes suivants : 

I. Tout arc de courbe AMR qai coupe IL est de la deuxienie sorts. 

En eiTet, le polygene Rq est Lout entier au-dessus de X et il en est par conse- 
quent de m^me de tons les polygones R qui lui sont congruents. Supposons qu’on 
construlse les polygones Ri, Ro? • • • ? R /2 comme il a etc dit plus liaut. Ils seront 
tous dans la partie du plan situee au-dessus de X, et, comme 1 arc AMB dolt 
sortir de cette partie du plan, il devra sortir de Kn quelque grand que soit n. 

c. Q. F. I). 

11 . l^'otit arc AMB qui ne coupe pas X est de la premiere sorts. En effet, 
je construis comme il a ete dit plus haul les polygones 

Ri, R2> • • • 1 R/^5 • • • ) 

et j’appelle \p la portion de Bare AMB qui est a Finterieur du polygone R;?. 
L’arc AMB va se trouver decojupose en une serie d’arcs Aj,, A,, Xo, • • corres- 

pondant a la serie des polygones Ry, Ri, R 27 sombre de ces arcs (qui 

est celui des polygones correspondants) sera (ini si AMB est de la premiere 
sorte ( ce que nous nous proposons de demontrer) et Indni dans le cas contiaiie. 

L’arc \p joindra evidemment deux, cotes de la premiere sorte du polygone R;,, 
car il nc doit pas couper X et ne pent, par consequent, aboutlr a un cote de la 
deuxienie sorte, puisque ces cotes sont des segments de X. On pent d allleurs 
fa ire deux bypotb^ses : 

On pent supposer que les deux cotes auxquels aboutit 1 arc \p sont deux 
cotes conscAuitifs du polygone Rp separes seulement par un sommet Kp de ce 
polygone. Je dirai que est de la premiere esptjce et quMl sous-tend le som- 
met A^. Exemples : les arcs CD et FG de la figure 7 . 

• 1 ^ On pent supposer que les deux cotes auxquels aboutit 1 arc \p ne sont 
pas consecutifs, et dans ce cas je dirai que kp est de la deuxieme espece. 
Exemple : Fare AB de la figure. Le polygone Rp etant congruent a Ro, Fare \p 
sera congruent a un certain arc 1 joignant deux points du perimtnre de Ro 
appar tenant a deux cotes non consecutifs. 11 est clair que la distance de ces 
deux points ne pourra etre inliniment petite et que, par consequent, la L 
H. P. — ll. 
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{voir § II) cle cel arc A ne sera pas non plus infiniment petite, mais sera plus 
grande qu’une cerlaine quantite donnee K. La L de I’arc \p sera la m^ine que 
celle de I’arc congruent \ \ elle sera done plus grande que K. 

Soil Lo la L de Fare AMB; elle est fmie, parce que cet arc ne coupe pas X. 

Le nombre des arcs de la seconde espece sera done plus petit que -jf, el par 
consequent limite. 

On pourra done prendre q assez grand pour que les arcs A,/+u, ••• et en 

general les arcs \p ou p>q soient tous de la premifere espece; il reste k 
demontrer que le nombre de ces arcs \p {p>q) est fini. 

J’envisage deux arcs conseculifs \p et el bare -4- ^;)+i torm(5 

par leur reunion; je dirai que Fare ^p est de la premiere calegorie si les arcs 


Fig. 7. 



X;, etXp^., sous-teadent un inline sommet, et de la deuxieiue categone dans^le 
cas conlraire. Ainsi Fare CE de la figure sera de la deuxieine categone el Fare EH 
de la premiere, parce que Fare CD sous-tend le sommet Ap pendant que les_ 
arcs FG, GH et DE sous-lendenl le sommet A',,. 

Envisageons un arc de la deuxieme calegorie : il aboulira a deux cotes de 
la premiere sorte appartenant Fun aR^,, Fauire a Kp+^ el 11 traversera le cdtd Cp 
qui sen de frontiere commune a ces deux polygoues; d’allleurs ces truis cdtes 
n’ont aucun point conimun. 

Le polygone Kp elant congruent a Roj le cote C^, sera congruent a un dcs 
c6t(5s H de Ro- Soil R' celui des polygones R qui est limitrophe de Ro le long 
de H; Fare sera congruent d’un certain arc p dont Fune des extreimtds sera 
sur un des cotes B de Ro et Fauire sera sur un des cotes B' de R'; cet arc Ira- 
versera le c6te H. D’allleurs les trols cdtds B, H et B' iFauronl aucun point 
comnaun. 

Dans ces conditions, il est clair que la L de Fare p el, par consequent celle 
de P/> n’est pas infiniment petite et est plus grande qu une quantltd fixe K. Il 
suit de Ik, comine plus haul, que le nombre des arcs p^ de la deuxiimie cate- 
goric est limite et qu’on pourra prendre q assez grand pour que tous les arcs 
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[Ji-y+i, ^q+ii ■ • • fin general ]^p{p > q) soient tons de la premiere calegorie , 
en d’amres termes, tons les arcs \+^t ■■■ et en g-e'ii(5ral tons les arcs 

\p{p > q) sous-tendront un m4me sommet D. 

II resle a demontrer qne le noinbre de ces arcs \p sons-tendant le sommet D 
est fini. Nous pouvons faire deux hypotheses : 

1 ° Oil bien D apparlienl a un cycle de la premifcre ou de la troisierae cate- 
goric, et alors ce sommet n’appartient qu’a un nombre fini de polygones R, et 
par consequent le nombre des arcs est necessaiiement fini , 

2 ° Ou bien D appartient a un cycle de la deuxiiime categorie, c est-a-dire de 
la trolsieme sous-categorie, puisque nous avons suppose que le polygone Rq 
n’admettait pas de cycles de la quatrieme sous-categorie. Nous avons vu (§ V) 
qu’un arc de courbe ne coiipant pas X ne pouvait traverser qu’un nombre fini 
des polygones auxquels appartient le sommet D. 11 suit de la que le nombre 
des arcs \p est fini. 

Done, dans tons les cas, le nombre des arcs \p est fini; done I’arc AMB est 
de la premibre sorte. 

Done la partie du plan recouverte par les polygones R est la partie 
situee au-dessus delL. 

Gonsiderons maintenant un contour ferine AMA de la premibre sorte, e’est- 
li-dire ne eoupant pas X; appliquons-lui la rbgle exposee plus haut et suppo- 
sons qu’en le parcourant on rencontre successivement les polygones Eo,R)j ••• 
pour arrlver an polygone R« quand on sera de retour an point A. Si le poly- 
gone R„ est pre'cisbment Rq, je dirai que AMA est de la premiere espbee, et, 
dans le cas contraire, qu’il est de la deuxibme espbee. Pour que le groupc 
fiichsien existe, il faut et il suffit que tons les contours AMA de la premiere 
sorte soient de la premibre espbee. A ce sujet je demontreral successivement 
les thdoremes suivants : 

III. Si le contour AMA compose: i“ d’ an arc de courbe AMB, 2 .° d’un 
contour ferme in/inirnent petit BNB, 3“ de I’arc AMB parcouru en sens 
contraire, il est de la premiere espece. 

En ell'et, constriiisons successivement, d’aprbs la rbgle exposee plus haut, les 
polygones Ro, R., R^,---, qwe I’on rencontre en parcourant Parc AMB. 
Parcourons ensuite le contour infiniment petit BNB. On pent laire au sujet de 
ce contour trois hypotheses : 
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1 “ Ou bien BNB reste lout entier a l’lat(5rleur du polygoae R,„ et alors 
parcouraiit ce contour ou iie sorlira pas de ce polygons , 

2 " Ou bien BNB francbit un des cotes de mais sans envelopper un 
des sominets de ce polygone. Alors, en suivant le contour, on sortira d’abordde 
R,„ en franchlssant le cole C™ pour entrer dans un nouveau polygone R„^.,, 
puls on sortira de Rm+i en franchissant le cote G™ en sens conlraire et par 
consequent en renlrant dans R.m ; 

3“ Ou bien BNB enveloppe un des soinniets de R,„. Ce sonnnet sera forcA 
inent de la premiere categorie, puisqu’il ne pourra ^Ire sur X. Ce sommet 
appartiendra a un cycle comprenant par exemple 7i sommets et la somme des 
angles correspondants seray • On renconlrera alors en parcourant BNB suc- 
cessivement pn polygones Rm+n Rm +»5 ■ ■ - i Rm+;)« j somme des angles en D 
de tons ces polygones etant 2 Tt, B.m+pn se contondra avec R,,^. 

Done, dans tons les cas possibles, on retombera sur le polygone R,„ apr&s 
avoir parcouru le contour BNB. Parcourons maintenanl I’arc AMB en sens con- 
traire; nous rencontrerons successivement les polygones R/H,RHi_i, ••■jRijRoi 
e’est-a-dire, dans Fordre inverse, ceux que nous avions rencontres en par- 
courant une premiere lois Parc AMB. Quand nous sei'ons de retour au point A, 
nous retomberons sur le polygone Rn- Done le contour AMA sera de la pie- 
miere espfece. Q' 


TV. Si deux contours AMBPA, APBNA sont de la premiere sorte et de la 
premiere esp^ce, il en sera de mime du contour i\Mmk forme par leur 
reunion. 

Fig. 8. 



A 


En effet, si AMBPA, APBNA sont de la premiere sorte, c’estque ni AMB, 
ni ANB ne sorlent de la region recouverte par les polygones R et, par con.sd- 
quent, que AMBNA est aussi de la premiere sorte. 

Si AMBPA est de la premiere esp^ce, on aprive au m6me polygone R,( en 
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sulvant Tare AMB on Tare ABP; si APBNA est de la premiere espece, on 
arrive au meme polygone Kn en siiivaiit I’arc APB on I’arc ANB. Done on 
arrive au meme polygone R,/ en suivant Tare AMB on i’arc ANB. Done AMBNA 
esL de la premiere espece. 

V. Si un contour AMA est de la premiere sorte, tout contour ANA qui 
lui est interieur est aussi de la premiere sorte, 

En effet, si AMA ne coupe pas X, il en sera de meme du contour interieur 
ANA. C.Q.F.D. 

VI. Un contour quelconque AMk.de la premiere sorte est de la premiere 
espece. 

En elTet, ce contour pourra clve decompose en une infinite de contours comrne 
ceux qui sont consideres dans le theoi'^me HI. En vertu du tlieoreme V, ces 
contours sont tons de la premiere sorte j done en vertu du tlieoreme III cliacun 
d’eux est de la premiei'e espece, done en vertu du tlieoreme IV le contour total 
lui-meme AMA est de la premiere esp^ice. c. q. f. n. 

Uexistence du groupe fuchsien correspondant d Ro est done demontree. 

Les polygones R transformes de Ro par les diverses substitutions de ce 
groupe recouvrlront toute la partie du plan situee au-dessus de X et ne la 
recouvrlront qidune fois. 

Je suppose rnaintenant que Ro admette des cycles de la quatridme sous- 
categorie ( ^ ). 

Les tlieor^mes I, III et IV seront evldemment encore vrais. Mais il n’en sera 
pas de m^me du tlidor^me II. Voyons comment il faudra le modifier dans le cas 
qui nous occupe. 

Reprenons les notations de ce thdor^me. On d^montrera comme plus haul 
que Pon pent prendre q assez grand pour que tons les arcs \p ou p'> q soient 
de la premiere espece et sous-tendent un meme sommet D. Je n’ai rien k ajouter 
pour le cas ou D est de la premikre ou de la troisieme categoric, ou bien de la 
troisikme sous-categorie. Supposons rnaintenant que D soit de la quatrieme 
sous-catdgorie. Le nombre des arcs '^^p{p'><l) sera-t-il fini ou infini? Nous 
avons vu (§ V) qu’un arc de courbe qui ne coupe pas X traverse un nombre 


Voir la note de la page i34. 
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mfini des polygones R qui ont iin sommet en D ou seiileinent un nombre fini, 
selon qu’il coupe ou ne coupe pas im certain cercle C passant par D et ayant 
son centre sur X. 

n suit de la qu’un arc AMB qui ne coupe pas X pent cependanl ^‘tre de la 
deuxi^uie sorte. 

Considerons un arc AMB de la deuxieme sorte venant aboutir a un cercle G 
et supposons qu’il se deforme dame facon continue ; il ne pourra cesser d’etre de 
la deuxieme sorte qu’en cessant de couper C, comme il est aise de le cornprendre. 

Le theoreme V est encore vrai, mais il a besoin d’line demonstration nou- 
velle. Envisageons un contour ferine AMA qui soit de la premiere sorte et un 
second contour ANA interieur au premier; je dis que ce second contour ne 
pent ^tre de la deuxieme sorte. En effet, s’il en etait alnsi, il devrait couper un 
certain cercle C; on pourrait passer du contour AN A au contour AM!A d’une 
facon continue, et en variant de la sorte, le contour ANA ne cesserait pas de 
couper C: il ne cesserait done pas d’etre de la deuxieme sorte, de mani^vre que 
AMA devrait etre de la deuxieme sorte, ce que nous n’avons pas suppose. 

Le tb^or^me V etaiit dtunontre, le theoreme VI doit etre vrai egalement et 
par consequent V existence da groupe fuchsien correspondant d Ro est 
demontree. Les polygones R, trans formes de Ro par les substitutions de ce 
groupe, recouvrent toute une partie du plan S et ne la recouvrent qu’ime fois. 
Cette region S est tout entiere au-dessus de X et elle est limitee par des 
segments dc cct axe et |)ar une innuite de cercles tels que G ayant lexu's centres 

surX (0* 

Nous avoirs done demontre dans tons les cas possibles I’existence du groupe 
fuchsien correspondant a Rq ; mais la demonstration pent etre considerablement 
simplifiee dans certains cas particuliers, par exemple quand on n’a pas de 
sommet de la premiere categorie. Dans ce cas, en elTet, le polygone Ro, s’il a 
2Ji edicts de la premiere sorte, divise la partie du plan situee au-dessus deXen 
2/1 -f* I regions, k savoir le polygone Rq lui-merne et la region comprise entre 
I’axe X et chacun des cotes de la premiere sorte. Considerons un cote Ci , la 
region Si comprise entre Ci et X et le polygone Rj limitrophe de Rq le long 
de C|. Le polygone Ri subdivisera la region Si en 271 regions plus petites, k 
savoir le polygone Ri lui-mdme et la I'egion comprise entre I’axe X et chacun 


(‘) En choisissant d’une maniere convenable, les polygones R recouvriront toujours toute 
la partie du plan situee au-dessus cle X, N* E* ? 
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des cotes de la premiere sorte restes llbres. Qiiaad on aura constrifit plusleurs 
polygones Ro? R-i? — partie du plan sltuee au-dessus de X se trouvera 

partagee eu tin certain nombre de regions, asavoir les polygones Ro, Ri? •••7 Rp 
et les regions S,, So, - comprises entre X et cbacun des cotes de la pre- 

miere sorte restes libres. Si roii chercbe a construire un nouveau polygone 
limitrophe de R^, R,, Rp, il se trouvera tout entier dans une des regions Si, 
So, . . Sq. II est done impossible que les polygones ainsi construits se recou- 
vrent mutuellement. L’exlstence du groupe (uclisieii correspoiidant a Rq 6 st 
done dernontree. 

VII. — Principaux exemples. 

Avant de donner quelques exemples de ces groupes fuchsiens dont je viens 
de demontrer rexistence dhme maniere generale, je vais expliquer une nota- 
tion dont je me servirai dans la suite pour deflnir certaines proprietes du poly- 
gone Rq* Jo commencerai par designer cbacun des cdtes de Ro par un numero 
d’ordre de telle sorte qiden parcourant le perimetre de ce polygone dans un 
sens convenable, on rencontre suedessivernent le cote 1 , puis le cotd 2 , etc. 
Gela fait, j’ecrirai le numero dhin des cdtes de la premiere sorte, puis celui de 
son conjugue, puis une virgule, puis un autre cote de la premiere sorte, puls 
son conjugue, puis une virgule, etc., enlin j ecrlral a la suite les numeros des 
cdtes de la deuxleme sorte. Par exemple. Si Ro est un octogone dont les cotes 
de rang impair soient de la premiere sorte, ceux de rang pair de la deuxldme 
sorte et dont les cdtes opposes de la premiere sorte soient conjuguds, je dirai que 
le polygone Ro est du systeme 

(i5, 37; 2468). 

J’aurai ainsi defini le nombre des cdtes de chaque sorte et la distribution des 
cdtes en paires. De cette distribution des cdtes en paires, nous dedulrons celle 
des sommets en cycles. 

Je vais maintenant etudler quelques exemples, en me servant des notations 
prece dentes. 

Exemple I ( i4, ^3) : 

Le polygone Ro est un quadrilatere dont je designe les soiumets par A, B, C, D ; 
le cdte 1 sera le edte ABj le cdte 2, le cole BCj le cote 3, le cole Cb), le cole 4, 
le cdte DA. Tons les cdtes sont de la premiere sorte, ce sont done des arcs de 
cercle ayant leur centre sur Xj les cotes AB et AD, GB et GD sont conjugues, 
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ils sont done congruents. Enfm I’angle A est egal a Tangle B + D a ^ , 

Tangle Ck '-^, les nombres a, p, J elant entiers. 

^ T 

Nous pouvons jouidre les deux soininets opposes A eL G par un arc de cercle 
ayant son centre sur X, le quadrllatere Ro se trouvera ainsl decompose en deux 
triangles curvilignes ACD et ABC. 

Je voudrais inaintenant definlr une expression donl je serai qiielquetois 
appeld a me servir dans la suite. Envisageons dans le plan une transformation 
par rayons vecteurs reclproques ; soient o le centre de la transformation etK^ son 
paramelre; le cercle C dont le centre est o et le rayon K demeure inaltere par 
la transformation. Jedirai que cette transformation est une reflexion sur le 
cercle C et que deux figures transformees reclproques sont symetriques par 

rapport a ce cercle. ^ 

Cela posd, il est clalr que les deux triangles ACD, ABC sont symetriques 

par rapport au cercle AC. 11 suit de la que les angles curCllgnes GAD et CAB, 
AGD et ACB, ABC et ADC sont egaux et par consequent que le triangle ABC 

t: Tt TC 

a ses trois angles respectivement egaux a - ? y 

Soit inaintenant R, un quadrilatere liinitropbe de Ro le long d’lui de ses 
c 6 t^s, de AB par exemple; ces deux polygones seront symetriques par rapport 

au cei'cle AB. 

Ceci nous conduit, dans le cas parllculler qul nous occupe, a une construc- 
tion trbs simple du systeme des polygones R. 

On construirad’abord un triangle ABC dont les trois angles seront respective- 
meat = 7 ; on pent construire une infinite de parells triangles, mais ils sont 

tons congruLts entre eux; on construlra alors les triangles symetriques de 
ABC par rapport a leurs cotes resles llbres et ainsl de suite. On partagera aiiisi 
le plan en une Infinite de triangles tons congiueats a ABC ou a ACD et mi les 
reiinissant deux k deux, on aura partage le plan en une inlinlte <le quad r dale res 
congruents a Ro = ABGD. 

Qiikirrivera-t-ll si Tun des nombres entiers a, p, y devieiiL iiillin , siipposou^ 
par exemple que ce soit y qui devienne inf.nl; Tangle G qui etaiL egal a ~ 

devlendra mil ; le cycle forme par le soiiimet G cessera d'el.-e de la pro... ..'■■•e ea I e - 
gorle pour devenlrde la troisleme sous-calegorle. Ro se composeraU, encore de 
deux triangles ABC, ADC symariques par rapport au cercle AC. Les denx 
cotes AC et BC sont des arcs de cercle qui sont tangents en un point C situe 
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siir X; le cote AB est aussi un arc de cercle coupant AG et BG sous des 


angles - et 
^ a B 


Supposoiis en particulier : 


a = 0 , p = *2. 


Siipposons de plus, pour acliever de determiner le triangle ABC, que les 
cotes AG et BG se reduiseiit a deux droites perpendiculaires a X de telle facon 
que le point G so it rejete k Pinfini; que la droite BG prolongee vieiine passer 
par 1 origine O ; que la distance des deux paralleles AG et BG soit egale a Le 
cercle AB aura alors pour centre o et pour rayon i. On retombera ainsi snr le 
Fundamentaldreieck de M. Klein {^Mathematische Annalen^^di.^%J\^). Le 
groupe fuclisien correspondant est extremementreinarquable; il se compose de 
toutes les substitutions (s, ■ — ^ telles que a, Z>, c, d dtant entiers, on ait 

\ CZ ■+• Cl J 

ad — hc = G’est la consideration de ce groupe et des soiis-groupes qiii y 
sont contenus qui est le fondeinent des recherches de M. Klein sur les fonc- 
tions modulalres. 

Exeinple //(i(), aS, 34) : 

G’est I’exemple I du paragraphe V. Le polygone Ro est un liexagone ABGDEF 
et les soininets fornient quatre cycles distincts formes respectivement des som- 
mets A; E et F; G etE; D; les angles curvllignes A, B + F, G + E, D doivent 
clve respectivement (5gaux Ji a, y, o elant des nombres 

entiers positifs on infinis. 

Un cas particulier intdressant est celui on bhexagone se decompose en deux 
quadrilatdres ABGD, ADEF, syindtrlques par rapport an cercle AD. Dans ce 
cas, on a, pour les angles curvilignes de ces deuxquadrilateres, les valeurs sui- 

vantes : ^ 

BAD = DAF = - ; CDA = EDA = s ; 
a 

B = F = ?: G = E = -- 


Pour construire tous les hexagones R, on pourra alors opdrer comme dans 
Texemple prdeddent; on construira le quadrilatere ABGD, puis les quadrila- 
u'sres symetriques par rapport k chacun de ses cotes, puis les quadrilateres 
symetriques de ceux-ci par rapport k chacun de leurs c6tds, et ainsi de suite. 

Gonsiddrons maintenant un exemple plus general. Supposons que Ro sort un 
polygone de an cdtds de la premidre sorte dont les sommets soient successive- 
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vemenL A^, Ao, • . A,^, lij. Su])|)Osons quc les cotes 

Ai A2 et A1B2, A2A3 et B.2 By, A/i-iA,/. et B;j_iB;;,, A/iArn-i B/iA/i^-i 

soient conjugiies. Les sommets se repartiront en /z + 1 cycles : 

Ai; A2, Bo; A3, B3; A,i_i, B/^-i ; A,;, B/^ ; A/h-i 

et le polygone Pv.q s’ecrii'a, dans le sysleme de notation adopte : 

(1.2 /i , 2.2/1 ~ 3.2 71 — o., . . . , 71 — \ .71 2^ 7 l,n ■+■ l). 

Dans mi cei'tain cas particiilier, ce polygone Rq se divisera en denx moltids 
A^ A0A3 A>i^^ et AiBoBs ...B/2 A,^^i symetrlques par rapport an cercle AiA/^^^ . 
Cliacune de ces rnoities est un polygone curviligne dont les cotes ont lenrs 
centres sur X et dont les angles sont des parties aliquotes dcTr. Pour construlre 
tons les polygones R, il siiffit de partir de A^ Ao A3 ... A,/^, , de construire les 
polygones symetrlques de celui-ci par rapport a Pun de ses cdtes, puis les 
polygones syinetriques de cenx-ci par rapport h cliacun. de leurs cotes, et ainsi 
de suite. 

On pourrait citer iin grand nombre d’aiitres exeivqiles de polygones genera- 
teurs de groupes fuchsiens. Paidons seuleinent des exemples dejk cites au 
paragraphe V. Avec le mode de notation adopte, les polygones Rq des 
exemples II, III, IV et V s’ecriraient : 

(14,25, 36), 

:(x5, 26, 37, 48), 

(i3, 24. 57, 68), 

([3, 07; 2468). 

Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples doit satisiairc 
le polygone Ro pour donner naissance a iin gi'oupe fiichsien? 

Dans les trois premiers exemples les cotes conjugiies doivent etre congriients. 
De plus, dans Pexernple IT, la somme des angles de rang pair, comme celle des 
angles de rang impair, doit etreune partie aliquote de 2 7r; dans les exemples III 
et IV c’est la somme de tons les angles qiii doit diviser 2iz. 

Dans Pexernple V, le polygone Ro n’est assujetti a aucune condition. 

VIII. — Classification en genres. 

J’ai fait voir dans ce qui precede comment on pouvait partager la partie du 
plan qui est au-dessns de X en une infinite de polygones curvilignes R 
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congTiients entre eux. Eavisageons malntenant la partie du plan qui est 
au-dessous de X, et dans cette partie du plan les polygones curviligiies R',, 
R',, ... qui sont respectivenient symetrlques de Ro, Ri, ... par rapport a X. 

II est clair que si R/est le trans forme de Ro par une certaine substitution //(.s) 
dll groupe G, IV^. sera le transfoiune de R'^^ par cette meiue substitution. Les 
substitutions du groupe G qui trans formeiit Rq en R|, Ro, ... trans foruieront 
done de meme R^ en R^^, R^? — Mais plusieui's cas sont a considerer: si Ro 
n’a pas de somniet de la quatrieme sous-categorie, I’ensemble des polygones R 
et IV recouvre tout le plan; si, au contraire, nous avons des sommets de cette 
sous-categorie, les jiolygones R etR' laissent non recouvertes les regions situees 
a I’interieiir d’une iniinlte de cercles ayant leurs centres sur X (^). 

Void une seconde distinction plus importante pour ce qui vasuivre. Suppo- 
sons que le groupe G solt de la premltu'e, de la deuxieine ou de la sixieiue 
famille, nous n’aurons nl somrnet de la troisieme categorie, ni cote de la 
deuxieme sorte. Le polygone Ro n’ayant pas pour cote de segment de X sera 
coiupltMement separe de son symetrlque Rq ou bien confinera a ce polygone 
par un sommet seulement (s’il a des sommets de la deuxieme categorie) et non 
par tout un cote. Supposons, au contraire, que le groupe G solt de la troisieme, 
de la quatrieme, de la cinquieme ou de la septleme famille, le polygone Ro 
aura un ou plusieurs edtes de la deuxieme sorte et confinera a son syme- 
trlque R'o tout le long de ces cotds. Supposons qu’on supprlme ces cotes de la 
deuxieme sorte qui servent de frontiei'e commune a Ro et a R', : on pourra 
considerer renseml)le des deux figures Rq - h Rq ^omrne une seule region qui 
sera limltee seulement par des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, c est- 
a-dlre par les cotes de la premiere sorte de Ro et ceux de R^. L’ensemble de ces 
arcs de cercle ibrmera en general plusieurs courbes fermees separ^es. 

Nous allons maiatenant pouvoir parler d’une nouvelle classification des 
groupes fuchslens. Considerons d'abord un groupe de la premiere, de la 
deuxieme ou de la sixi^me famille : le polygone Ro n aura pas de cote de la 
deuxieme soiUe; par consequent les points du perlmelre de Ro sei’ont correspon- 
dants deux a deux, puisque a cliaque point d’un cote de la premiere sorte cor- 
respond un point de son conjugue; les points iiiterleurs a Rq n auront aucun 
correspondant ni dans ce polygone, ni sur son perimetre; enfin tons les 
sommets dbin meme cycle seront correspondanls. Supposons qu on decoupe 



(‘) Voir la nole de la 


iS. E. N, 


f THKOIIIE DES GllOUl>ES EUCttSIENS. 

le polygone Ro, puis qu’on le replie en le cleformaiit crime maiiiere continue 
et de telle facon que les points corresponclants de son perimetre viennent se 
coller 1 un contre 1 autre ^ apres cette delormatioiij Rq sera dev^enn line sui'face 
fermee. Si, par exemple, on reprend le quadrilatere ABCD de Fexemple I ciu 
paragraplie piececlent etsi, apres 1 avoir clecoiipe, on le replie en le deforinant 
de telle sorte que AB vienne se coller entre AD, puis BG contre CD, Ro aura 
pris Paspect d’line surface fermee convexe. 

Considerons maintenant un quadrilatere ABCD dti sjsteme (i3, ^4) de telle 
sorte que AB soit conjugiie de DC et BG de AD. Replions le quadrilatere de 
facon a coller AB contre DC, il prendra Paspect d’une sorte de cylindi'e ouvert 
par les deux bouts, les cotes BC et AD etant restes fibres, mais etant devenus 
des courbes fermees; si Pon colie ensiiite AG contre BD, le quadrilatere 
prendra Paspect d’une sorte cPanneau ferine. 

On salt que les surfaces fermees sont susceptlbles d’etre classees en genres 
de la maniere suivante : sur line sphere, par exemple, on ne pent tracer un 
cycle ferine sans subdiviser la surface de la sphere en deiix regions distinctes; 
il n en est pas de meme sur un tore dont un cercle meridien, par exemple, ne 
subdivise pas la surface en deux regions distinctes j mais on ne pourrait tracer 
siirle tore deux cycles fermes separes sans olitenir one semblable subdivision. 

Le genre d’une surface fermee est alors le nombre maximum des cycles 
lerines separes que 1 on pent tracer sur la surface sans la subdiviser en deux 
rt%’ions distinctes. Ainsi, une surface fermee dans laquelle on auralt perce 
p troiis serai t de genre p, 

Le genre d an groupe jaclisien sera le genre de la surface fermee^ 
obtenue comrne ilvie/it d'etre dit par la d(forrnatio/i de Ro- 

Comment obtenlr Pexpression de ce genre? 

qu’on ait subdivise une surface de genre enFpoljgones curvi- 
lignes, que le nombre total des cotes soit A et celul des sommets S, on aura la 
relation 

F -{- S — A. = — 2/? -H 

Reprenons le polygone Ro; soient 9.ri le nombre de ses cckes de la premii^ire 
sorte et q celui des cycles fermes. Apres la deformation, les cotes etant venus 
se coller 1 un contre Paulre deux a deux, le nombre des cotes distincts restants 
sera ri] de mxfme le nombre des sommets distincts restants sera q. 

On aura done 


F = 


A = ;i, 


S = ^ 
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q — n = 2 — ‘ip 


— -f- 1 — - ^ 


Repreiious les exemples I et II da paragraphe precedent; nous anrons 


^ = 7i -h I , 


/? = 0. 


Je vais donner line autre application de la regie qui precede. 

Siipposons que le polygone Ro siit cotes de la premiere sorte et de telle 
facon que les cotes opposes soient conjugues. Pour trouver le genre du groupe 
fuclisien correspondant, il faut cherclier le nombre des cycles entre lesquels 
se reparlissent les 2 /i sommets. En appliquant la regie du paragraphe V, on 
trouve que tons les sommets appartiennent a iiii m^me cycle si ii est pair, et 
que, si Ji est impair, on a deux cycles formes. Pun de tons les sommets de rang 
pair, raulre do tons les sommets de rang impair. On a done 


scion que ii est pair on impair, et par consequent 


/> = - 


si n est pair, et 


si II est impair. 

Siipposons mainlenant que le polygone R# admelle des cotes de ladeuxieme 
sorlc; il sera contlgu tout le long de ces cotes a R'„, de sorte que la region 
Ro+R'o sera d’lme seule pi^ce; les points situes a I’lntdrieur de cette region 
ne poiirronl <ltre correspondants a aucun autre point de la region; les points 
du perimetre, qui appartiendront tous a des c6tes de la premiere sorte de Ra 
oil de R'o, seront correspondants deux a deux; enfin les sommets d un meme 
cycle seront des points correspondants. Ddcoiipons maintenant la region 
R„+ R; et replions-la cn la deformant de telle facon que les points correspon- 
dants de son perimetre viennent se coder Tun centre 1 autre. Le genie du 
groupe fuclisien sera par definition celui de la surface fermee ainsi obtenue. 

Soient encore an le nombre des cdtes de la premibre sorte dc R„, q cclui de 
ses cycles fermes; R'^ aura de mdme an cdtes de la premiere sorte et q cycles 
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fermes. Supposons que nous ayons h cotes de la deuxieme sorte et par conse- 
quent h cycles ouverts qui seront communs a Rq et a R^. 

Reprenons la formule 


F-hS — A : 


Nous aurons F = car nous avons deux polygones Ro et R^ ; nous aurons 
A = 2/i -f- A, car nous avons ji paires de cotes de la premiere sorte provenant 
de Ro, Ti paires de c 6 tes de la premiere sorte provenant de R^^j et h cotes de la 
deuxieme sorte; enfin on aura S — puisque nous avons en tout 2^ 

cycles fermes et A cycles ouverts. 

II vieiit done 


p^n — q. 


Supposons par exemple que Rq soit de la troisieme famille, e’est-a-dire que 
tons ses sommets soient de la troisieme categorie. On a alors 


p — n. 


Ainsi, dans l exemple V du paragraphe V, le genre est egal a 2. 

Coinme second exemple, je prends un polynoine Ro dont la distribution des 
cote's est donne'e par la formule suiyante : 


(i5, 24; 3) 


on, plus generalement, 

( 1 . 2 /I "H 1 , 2.2/1, 3 . 2/1 — I , . . . , /2 . /?. -4- 2 ; /I H- I ) , 

dc telle sorte que le (/z, -f- cote soit seul de la deuxieme sorte et que les 
cotds d ordre m et 2/1 -f- 2 — in soient conjugues. On amvi dans ce cas 


IX. — Simplification du polygone g6n6rateur. 


Nous avons vu au commencement du paragraphe IV que les regions Ro ne 
sont pas compRtement definies par cette condition que chacune d’elles ne 
contient qu’un seul point correspondant a un point x? donne. Nous avons 
ensLiite impose a ces regions une condition de plus, celle de se reduire a des 
polygones curvilignes ayant pour cotes des arcs de cercle et des segments 
de X. Mais les regions Rq (ou polygones generatears) ne sont pas encore par 
lii compl^.tement determinees. En effet, nous avons vu qu’on pouvait ajouter 
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a Ro uue region quelconque vSo, a la condition d’en retrancher line region Sy> 
transforinee de So par line des substitutions du groupe tucbsien, et que la 
region ainsi obtenue Ro+ So — S^ pouvait servii’ de la meiue facon que Ro a 
engendrer ce groupe. Si les regions Ro, So et S;, sont contigues et si elles se 
reduisent toutes Irois a des polygones nonuaux, c’est-a-dire dont les cotes 
sont des segments de X on des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, 
la region resultante Ro+ So — Sp est egalement un polygone normal. II suit 
de la qu’un mdme groupe fuchsien pent etre engendre par une infinite de 
polygones generateurs Ro et qii’on pent profiler de cetle indetermination pour 
simplifier ce polygone. 

Void comment pent s’elfectuer une pareille simplification. Joignons deux 
points A et B du pdrimelre de Ro par un arc de cercle ayant son centre sur X, 
de facon a diviser ce polygone en deux aulres Sq elToj considdrons deux coles 
conjuguds CD et EF de Ro et supposons que CD appartienne tout entier au 
pdrlmetre de So et EF a celui de To. Soil R, le polygone qui est limitrophe 
de Ro le long de EF et supposons-le decompose en deux polygones S, elT, 
respectivement congruenls a So et To. Ee polygone Rg=S,-)-To pourra 
servir, aussl bien que Ro, de polygone gdndraleur pour le groupe fuchsien G. 
II pent se faire que la consideration de Rj soil plus avantageuse que celle 
de Ro, oil bien encore qu’en faisant sur R„ une operation analogue a celle qu on 
vlent de faire sur Ro, on arrive k un polygone Rq plus simple que les deuxautres. 

Dans cliaqiie cas parliculier, on se lalssera guider par les clrconstances du 
probleme, aussl ne veux-je pas inslster plus longuement sur ce point. Je me 
bornerai ti quelqiies exemples, en reprenanl les notations du paragraplie VII. 

1° Un polygone Ro systtiine (i(), 23 , 4 ^) pent toujours etre ramene a un 
polygone du sysL^me (i6, 2 5 , 34 )- 

2 ^ Un polygone du systeme (12, 34 , 56 , 78) peut toujours etre rameue a un 
polygone du systeme (18, 27, 36 , 45 )- 

3^ Un octogone du systeme (i3, 24, 87 , 68 ) peut toujoui's etre ramene a un 
octogone du systeme (i5, 26, 87, 4 - 8 )• 

Quelles sont, dans cette transformation des polygones curvillgnes Ro, les 
proprietes de ce polygone qui demeurent invariables? 

1" La famille du polygone Ro ne change pas, sauf une exception dont je 
parlerai 

2 ® Son genre ne change pas non plus. 
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Le nombre des cycles fermes de la troisieme sous-cat(%'orie ne varie pas. 

4^ II eii est de m(bne da nombre des cycles fermes de la qaatrieme soiis- 
categ-orie. 

5® Le nombre des cycles fermes de la deuxieme sous-categorie ne varie 
pas non plus. On a vu que la soinme des angles correspondanls anx divers 
sommets d’un pareil cycle etait egale a p etant un nombre entier superieur 

a rLinite\ La valeur de ce nombre p demeime egalement invariable. 

6^ On pent an contraire, en general, augmenter on diminuer a volonle le 
nombre des cycles fermes de la premiere sous-categorie, qui sont tels que 
la somine des angles qui correspondent a tons les sommets dii cycle est egale 

k 2TZ, 

X. — Isomorphisme, 

Nous avons vu au commencement du paragi'apbe HI qu’un groupe fuchsien H 
est isomorphe a un autre groupe fuchsien G si le nombre des substitutions 
fondamentales est le m^me et si de pins toiites les relations de la forme (6) (§111) 
qui existent entre les substitutions de G siibsistent entre celles de H. Pour 
reconnaitre Pisomorphisme de deux groiipes donnes, nous sommes done amends 
a cliercher les relations de la forme (6) (§ HI) qui existent entre les substitu- 
tions d’un groupe donne et en particulier les rclcttioiis J o/iduTnefitctlcs dont 
toutes les autres ne sont que des combinaisons. 

Nous avons vu au paragraphe HI qu’on obtenait les relations de la forme (6) 
de la maniere suivante : on decrit a partir d’un point A interieur k Rq un 
contour fermd quelconque AMA ne sortant pas de la region du plan sltude 
au-dessus de X. Supposons que ce contour traverse successivement des regions 
Rq, Rqjp Rj 3 ^, ..., ct entin une region Rp^ se confondant avec R^, qu’il 

passe de la rdgion Rp^^^ dans la rdgion Rp^ en francliissant un cote de Rp^_, qui 
est rhomologue de celui des cotes de Ro qui sert de frontiere commune a cette 
region et k R^^. Nous pourrons dcrire la relation identique 

^==/aA/a.(/a3..A/a,(^))...] 

qui est de la forme (6) et Ton obtiendra de la sorte toutes les relations de cette 
forme. Mais, si Ton ne veut ^crire que les relations fondamentales, il ne sera 
pas necessaire de decrire tons les contours AMA possibles; on se bornera aux 
contours infmiment petits qui enveloppent les sommets de Ro- Envisageons 
done successivement les divers sommets de Ro et decrivons autour de cliacun 
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d’eux un contour infinites ImaL Comme ce contour AMA ne devra pas sortir 
de la partie du plan situce au-dessus de X, on ne pourra decrire de seniblable 
contour autour des soinmcts de R.© (jni sont situes sur cet axe X lui-meine. 
Les seuls sommets du polygone R© <jue nous ayons a envisager sont done les 
sommets de la premiere catdgorie. 

Je suppose cjuc les differents cotes de R© soient numerotes de telle soiLe 
qifen suivant, dans un sens convenable, le perim^tre de ce polygone on 
rencontre successivement les cotes C^, Co, G3, G^; q etant le nombre total 

des cotes; A^ sera le sommet situe entre C^ et Ci ; A^ le sommet situe entre Gi 
et Go, etc. En general, A/ sera le sommet situe entre C/_i et C/. Si C/ est de la 
premiere sorte, la region limitrophe de R© le long de C/ s’appellera R/ et la 
substitution fondamentale correspondante sera 

K/K-)]. 

Considerons Fun quelconque des sommets de la premifere categoric que 
j’appelle A^^. Ce sommet fera partie d’un certain cycle de la premiere cate- 
goric; on trouvera les autres sommets de ce cycle en appliquant la regie du 
paragraphe V. Supposons que cette regie donne successivement les sommets 

A-aj, Aaj> •••? Aa^, 

et precisement dans cet ordre. Supposons que la somme des angles correspon- 
dants a ces sommets soit^> \ sera un nombre entier. Posons, pour abr^ger, 

F{z) = /aii/ad/aa . • • [/a^(-^)] • * •]? 

¥[F{z)] = F^(z), F[FH^)] = F3(5), 

F[F>-i(s)] = FH'^)* 

La relation fondamentale, a laquelle conduira, d'apr^s la r^gle exposde plus 
haut, un contour infinitesimal d<^crlt autour de A^^, sera 

;5 = FH-5). 

Les sommets A^^, Aa,^, **•, A^^ qui appartiennent au inline cycle que A^, 
condulsent k la m^me relation. Done : 

Le uoTYibre des reldtiojis fondcnyiejitciles qi^i existent entre les substitu- 
tions fondamentales d'un groups fuchsien G est precisement celui des 
cycles de la premiere categorie du polygone R© correspondante 

Or les polygones des deuxi^me, troisifeme et quatrieme families n admettent 
pas de cycle de cette categorie. Done il n’y a aucune relation fondamentale entre 
H. P. — IL 
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'les substitutions des groiipes de ces families, et les relations de la forme (6) qiie 
Pon pourrait trouver entre ces substitutions se reduisent toutes a des identites. 

Voici une premiere consequence que Ton pent tirer de ce fait' : Tout 
groupe H derive de n substitutions fondamentales est isomorphe d un 
groups fuchsien G de la deuxieme, de la troisieme ou de la quatrieme 
famille^ pourvu qiie ce groupe soit egalement derive de n substitutions 
fondamentales. En effet, la premiere condition de I’isomorphisme qui exige 
que le nombre des substitutions fondamentales soit le meme est remplie, et la 
seconde qui exige que toute relation entre les substitutions de G subsiste 
entre celles de H est satisfaite d’elle-meme, puisqu’il n’existe pas de pareille 
relation. Seulement une distinction est a faire. S^il y a des relations de la 
forme (6) entre les substitutions de H, G nfostpas isomorphe a H et par conse- 
quent Pisomorphisme est meriedrique. Si, an contraire, il n’y a pas de sem- 
blable relation, Pisomorpbisme est reciproque et par consequent holoedrique. 
II en r^sulte que deux groupes fuchsiens de la deuxieme ^ de la troisieme 
ou de la quatrieme famille sont holoedriquement isomorphes pourvu que 
le nombre des substitutions fondamentales soit le meme^ c^est-d-dire pourvu 
que les deux polygones Rq correspondants aient un meme nombre de cotes 
de la premiere sorte. 

. Gonsiderons maintenant deux polygones Rq et R^ quelconques, mais dont 
les cdt^s de la premfore et de la deuxieme sorte soient distribues de la meme 
manfore, de telle sorte qiPils soient designes par la mmne formule, si Pon 
emploie la notation exposee au commencement du paragraphe Vll. Ces deux 
polygones appartiendront evidemment au meme genre et a la meme famille, et 
le nombre de cycles, formes par les sommets des deux polygones, est le m^me, 
de telle facon qu’a chaque cycle de Rq corresponde un cycle de R^, et reci- 
pi'oquement. D’ailleurs, a un cycle forme du premier polygone, correspondra 
dans le second polygone un cycle egalement forme. Si, de plus, la sornme des 
angles de chaque cycle forme de Ro est la meme que la somme 4^s angles du 
cycle correspondant de Ry, les deux groupes fuchsiens engendres par ces deux 
polygones seront holoedriquement isomorphes. 

XI. — Formation effective des groupes fuchsiens. 

Un groupe fuchsien est completement determine quand oh connait ses 
substitutions fondanientales, qu’il suffit de combiner de toutes les mahict'es 
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possibles pour obtenir Louies les substitutions du groupe. Former iin groupe 
fucbsien, c’est done calculer les coefficients de ses substitutions fondamentales. 
Ce probleme ne presente aucune difficulte. Supposons, en effet, que Ton ait 
cons tr ait le polygone Ro correspoiidant au groupe a former et que Ton ait 
calcule les coordonndes, et par consequent les affixes de to us ses sominets. 
Les substitutions fondamentales cberchees sont celles qui changent chaque 
cote de la premiere sorte en son conjugue. Soient done a, p et v, S les affixes 
des sommets de deux c6t6s conj agues de Ro* Supposons d’abord que les 
quantiles a, p, y, S soient toutes quatre imaglnaires, de telle facon qu’aucun 
de ces sommets ne soil situe sur X. On devra avoir, en appelant a', o 

les quantites imaginaires conjuguees de a, p, v, o, 

c’est4i-dire 

_ Y — 

a— ” Y-S'o — y' 

La substitution rdelle qui change enyS est alors parfaitement determinee; 
pour I’c^crire en mettant en evidence la realite des coefficients, je poserai : 

a==ai-^ia2, p = y=Ti-^^‘T2> o=oi-+-i02, 

a'=ai — laa, y'=Ti”“^*T2* o'=Oi — 202 - 


La substitution cherch^e s’ecrira alors 


ou : 


A = 

G = 


aiYi— ffaTs Ti ' 
5i — p2 ^2 * 

[3i S 2 •+■ ^2 ^2 c 

ai Y* ^ 
pi 5, I , 

P 2 02 o 


g;jh-d; 


B = 


D = 


aiYi — “ 2 T 2 
Pi 0i — P 2 O 2 
Pi §2 + ^2^1 ■ 

aiYi— <3^272 
PiBi — P 262 

Pi §2 ■+“ p2®l 


«! Yl 

Pi J 
P 2 ^2 

ai I 

Pi ' 

p2 0 


Mais on pent faire encore deux hypotheses; supposons que a et y soient reels, 
tandis que p et S restent imaginaires; la condition (i) n’a plus alors de raison 
d’etre; la substitution reelle qui change en yS est encore parfaitement 
diSterminde et elle s’^cfit 

p gTTd/^ 

les coefficients A, B, G, D ont la m^me expression que plus haut, mais il faut 
remarquer que a 2 et y 2 sont nuls» 
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mainteiiant que les quatre quantites a, [S, y, 3 soient r^elles^ la 
substitution qui change ap eii yS ne sera plus determinee. Dans Pexpression de 
ses coefficients entrera un parametre arbitraire A. Elle s’ecrira 


kzA-B 

Cz~hD 


et les coefficients A, B, C, D auront pour expression : 


ay Y I 

^ = 1 0 I , B= ^8 p S , 

h o 0 Ji — r o 

^ T ^ ay a I 

= p 0 I , D ^ (8 I , 

— 100 A — 10 

Les quantites r^elles a, P, y, 3 pour pouvoir etre les sommets d'un polygone 
Ro sont assujetties a Pinegalitd 

[s — a Y — a] [$ — a P — a J 

Quant a A, c’est un parametre arbitraire qui est suppose reel et assujetti 


k Pine'galitd 


( Y -t- A) (8 -H A) ( 0 — y) ( P — a) > o 


qui expriine que le d(§terrninant AD — BC est positif. 

Ainsi, quand on connait les affixes des sommets de Ro, on pent calculer les 
coefficients des substitutions fondamentales de G. II s’agit done de clioisir ces 
affixes de telle facon que le polygone Rq satisfasse aux conditions du para- 
graphe VI qui sont necessaires pourqufil donne naissance k un groupe fuchsien. 
C est la un probl^me purement algebrique et qui ne presente aucune difficult(5. 
La grande variety des cas possibles ne me permettra pas de les examiner tons 
en detail, ce qui m’entrainerait a des repetitions et a des longueurs inutiles. Je 
me bornerai done a envisager quelques exemples. 


PREMIER EXEMPLE. 


Cbercbons d’abord a former les groupes fuchsiens de la troisi^me* famille 
ddriv6s de 7i substitutions fondamentales. Le polygone Ro correspondant aura 
2 n cotds de la premiere sorte et 2 n de la deuxieme. Pour determiner compl^- 
tementun pareil polygone, il faut sfimposerarbitrairemerAt 4^ conditions. Mais 
nous avons vu au paragraphe IX qu’un meme gi'oupe G.peut etre engendr<^ par 
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line infinite de polygones R(y, Si I’on tient compte cle cette cireonstance, on recon- 
naitra aisi^inent qiie, pour determiner completement le groiipe de ia troisieme 
famille derive de n substitutions fondainentales, il faiit s’imposer arbitraireinent 
3/1 conditions. Or c’est Ik precisement le nombre total des coefficients de 
n substitutions reelles quelconques. II ne s’ensuit pas qu'il suffise de prendre an 
hasard n substitutions reelles pour que le groupe qui en derive soit un groupe 
fuchsien de la troisieme famille; mais les coefficients de ces sabstitutions ne 
seront assuj ettis d aucune condition d^egalite ; ils de^ront seulement satis- 
faire d certaines inegalites. 

Qiielles sont ces inegalites? tel est le probleme qu'il nous reste a resoudre. 
On trouve d’abord sans peine que toutes les substitutions doivent etre hyper- 
boliques et par consequent leurs points doubles doivent etre reels et situes 
sur X. On pent enoncer un resultat general au sujet de la distribution de ces 
points doubles sur X. En eflfet, considerons deux cotes conjugues ab et cd de Rq 
et supposons qu’ils soient de la premiere sorte et appartiennent a la meme 
paire. Supposons de plus pour fixer les idees que le point oo fasse partie de R© 
de telle facon que ce polygone soit la region du plan situee au-dessus de X et 
exterieure aux differents cercles qui forment ses cotes de la premiere sorte. Si 
cela n’etait pas, on ferait un changement convenable de la variable. II y aura une 
substitution fondamentale qui changera ab en cd et 5^^ deux points doubles 
seront situes I’ an sur le segment ab X, Vautre sur le segment cd. 

Pour pousser plus loin Tetude des inegalites qui ont lieu entre les eoeffi- 
cients des substitutions fondainentales d’un groupe de la troisikme famille, je 
vais prendre un exemple particulier, a savoir Poctogone de rexemple V du para- 
graplie V. La methode que j^emploierai s’etendrait d^ailleurs au cas le plus 


geiteral. 

Les deux substitutions fondainentales cbangent AB en DC et EF en H . 
Consid(5rons d’abord la substitution S qui change AB en DC; ses deux points 
doubles M et N sont situes respectivement sur les segments AB et CD de I’axe X. 
Ddcrivons un cercle sur AN comme diam^tre, et envisageons le triangle curvi- 
ligne ABN; envisageons dgalement le cercle d^crit sur DN comme 
et le triangle curviligne DCN; la substitution S changera le triangle ABN 
en DCN; nous pouvons done en vertu des principes du paragraphe IX rem- 
placer I’octogone R„=.ABCDEFGH par I’heptagone Rl= ANDEFGH. Envi- 
sageons de m^me la substitution S. qui change HG en EF et ses deux points 
doubles M< et N. situes I’un sur le segment EF, I’autre sur le segment GH. 
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Par un raisonnement tout semblable k celui quf precede, on verrait que Ton 
peut remplacer I’beptagone R; par I’hexagone R; = ANDEN.H. Remarquons 
que R„ est de la quatneme famille et du deuxifeme ordre de cette famille, 
tandis que R* etait de la troisieme famille. C’est la I’exception que j’avais 
annoncee aux prmclpes du paragraphe IX; on pent simplifier le poljgone 
g n^rateur R„ de facon a ramener un polygone de la troisieme famille i 
un poygone du deuxifeme ordre de la quatri^me ou m4me de la deuxi^me 
famine, mats jamais a un polygone du premier ordre de la quatrieme ou de 

Fig. 9. 



a ceuxi^me famille. Envisageons maintenant Popdration qui consiste k 
aire d’abord la substitution S, puis la substitution inverse de S,. La substi- 
tution S change AN en DN, et la substitution inverse de S, change DN en un 
certain cercle QP intdrieur a N.H. La substitution S, change done AN en QP 
et ses deux points doubles N, et M, sont situds, Pun sur le segment AN, 
1 autre sur le segment PQ. La substitution S change N, en un certain 
point N3; la substitution S, devra changer aussi N^ en N,; N3 est done situd 
sur le segment M,E. Decrivons des cercles sur NoN, NVN^ N^N^, NNg 
comme diamdtres; la substitution S change N^N enN.,N, la substitution s' 
c ange NjN, en NjN, et cela nous permet, en vertu des principes du para- 
graphe IX de remplacer I’octogone R* par le quadrilatdre R;'= N, N2NN3. Ce 
-quadnlathre est de la deuxidme famille et du deuxidme ordre de cette famille (<). 

Nous allons maintenant pouvoir trouver les indgalitds qui ont lieu entre les 
.coefficients de S et de S, ; on pent toujours supposer que les points doubles 
de S^ sont o et oo de telle sorte que ' 

Ni = o, Mj = oc, 

car_si cette condition n’dtait pas remplie, il suffirait d’un changement tres 
simple de variable pour dtre ramend au cas ou Pon a N, = o, M, = 00. 


(0 Voir la Note k la fin du Volume. 


N. E. N. 
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Les deux substitutions s’ecrivent alors : 
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az-{- b \ 
cz d) 


Si = ( 3 , Kz). 


K est essentiellement positif et plus grand que i. De plus, on pent toujours 
supposer que c est positif sans quoi on cbangerait tous les signes des quatre 
quantites a, ft, c, d. Les points M et N sont les points doubles de S et par con- 
sequent les racines de Fequatlon 

( 1 ) cz^-h {d — a)z — b = o. 

Les points M2 et N2 sont les points doubles de la substitution 


oxi les racines de Tequation 


az -h b \ 
V’ K(cz-hd)) 


(a) 


CZ^ -h 




Le point N3. et un autre point M3 sont les points doubles de la substitution 

^ Cl z — H K 
y' cz-hdK/ 

cL les raciues de [’equation 

( 3 ) cz^ (dK — a) z bK = 0 . 

L’inspection de la figure montre que les quantites M, N, M2, N2, M3, N3 
sont toutes recedes et de meme signe; positives par exemple; d’oii les relations 

6<o, (d — a) 2 - 4 - 4 ^c >05 a'> d^ 

4 < 0 , (dK — ay--h4Ki>c>o, a>dK, 

K 

6K<o, (<^K — a)2+4K6c>o, a>dK 

qiii se reduisent a 

en tenant compte de 

ad - = I. 


Exprimons maintenadt que et sont plus pelits et que M, et N3 sont 
plus grands que M et N. On trouve ainsi les conditions 

6<o, a^-k- bc>i>d^+bc. 
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Toutes ces conditions se reduisent aux suivantes : 


a>o, b<o, <i<o, 

-+- d \/K <1 — 2 . 

Cette methode s’applique a tons les groupes fuchsiens de la troisieme famille. 
On pent toujours par ce procede ramener le polygone Ro a an polygone dii 
deuxieine ordre de la deuxieme famille. Les sommets de ce nouveau polygone 
seront connus, car ce serontles points doubles des substitutions fondamentales ou 
de quelques— lines de leurs coinbinaisons. Pour trouver les inegalites cliercliees, 
ilsuffit d’exprimer que ces sommets sont disposes d’une certaine maniere. 

DEUXIEME EXEMPLE. 

Nous prendrons pour deuxieme exemple les groupes de la pi'emiere famille 
et du genre o et, pour particulariser encore, nous choisirons 1 liexagone 
ABCDEF de rexemple II du paragraphe VIL 

Nous avons ici trois substitutions fondamentales : 

51 qui change AB en AF, 

52 qui change BG en FE, 

53 qui change CD en ED. 

Nous envisagerons en outre : 

54 conibinaison de 82 61 de Si pris en sens contraire, 

55 combinaison de S3 el de S2 pi'is en sens contraire. 

On pent considerer le groupe comme derive de Si, S4 et S;j. 

Soient a, 6, c, d les affixes des points A, B, C, D ; 6', c' leurs quantitds 

imaginaires conjuguees; a, y, S les angles A, B + F, G + E, D qui sont des 
parties aliquotes de sit. Les substitutions Si, S4, S5 et s ecriront : 



Exprlmons que la combinaison des quatre substitutions SjjS S5, S4, Si fait es 
SLiccessivement ecj[uivaut a la substitution identique (^, z) ] nous arriverons a 
trois relations entre a, c, (i, a, p, y, S. 

Supposons ces relations satisfaites. Suffiront-elles pour que le groupe derive 
des substitutions Si, S5, S4 soit discontinu? Non, il faudra encore que les 
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points A, B, C, D pulsseiit former quatre sommets d’un hexagone ABCDEF oii 
les angles 

A = a, B H- F = C “h E = Y, D = o. 


Considerotis les angles curvilignes du qnadrilatere ABCD oblenu en joignant 
les quatre points A, B, G, D par des arcs de cercle ayant leurs centres sur X. 
II faut que les quatre angles A, B, C, D de ce quadrilatere soient respective- 
ment plus petIts que a, y, o; d’ou les inegalites 


(q.) 


o < arg 
o < arg 
o < arg 
o < arg 


d — a h — a* 
d — a! h — a 
a — b c — ¥ 
a — b' c — b 
b — c d — d 
b — d d — c 
c — d a — d* 
c — d' a — d 


< a, 




<T. 

<S. 


Comment reconnaitrons-nous maintenant si trois substitutions donnees Si, S4, 
Sji peuvent ^itre conside'r^es comme les substitutions fondamentales d’un groupe 
fuchsien analogue a celui qui nous occupe. On forrnera la substitution 83% 
comblnaison de la substitution inverse de Si, de I’inverse de S4, et de I’inverse 
de S.} biites successivement. On calculera les points doubles a, a^\ V] c, 
d' de ces quatre substitutions et leurs multiplicateurs Deux 

conditions devront etre remplies : 1° a, [ 3 , y, 0 devront etre parties aliquotes 
de 2 71:; 2*' les quantites a, c, c', ^ a, y, S devront satisfaire 

aux illegal iti^s (2). 


TROIS lEME EXEMPLE. 


Nous prendrons pour trois ieine exeinple les groupes de la deuxleme farnille, 
du premier ordre et du genre 0; et parmi ces groupes, nous clioisirons encore 
celui qui est engendre par Phexagone Rq = xABCDEF considere dans 
rexemple II du paragraphe VII. Seulement ici cet hexagone devant etre de la 
deuxicme farnille,, tons ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme 
dans Pexemple precedent, les substitutions # 

51 qui change AB en AF, 

52 qui change BC en FE, 

53 qui change DC en DE, 

54 conibinaison de Sg et de Tinverse de Si, 

Ss combinaison de S3 et de I’inverse de S2. 

Soient a, b, c, d, e, / les affixes des sommets de Ro ; ces quantites seront 
H. P. - II. 
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essentiellement reelles. Les substitutions S4, et devront elre para- 
boliques, puisque le groupe est suppose du premier ordre, et elles s’dcriront : 



ou h et k sont deux quantite's definies par les equations 

I _ I I I 

e — a h — a f — a b 

I _ \ I T 

/ — d k — d’^ e — d c — d 

Quelles sont maintenant les conditions pour que les trols sid^stltutioixs S^ , S|, 
Sg donnent naissance a un groupe fuchsien? II font cjue les six quantitds a, 
c, eyj $e s accident preciseinent dans cet ordre circulaire, ou bleri dans 
I’ordre inverse de sorte qidon doit avoir 

t W ^ U f X J 

h ■— c — d — a ^ e — ci^ f — a 

oublen 



b — a c — a d — a e — a f — a 

Exprimons mamtenant que la combinaison des substitutions wSg, S4, S| 

equivaut a la substitution identique, il viendra 

(4) {b a)[d — c) (/ — e) = (c — b) {e — d){f— a), 

REMARQUE. 

Dans les deux exemples qui precedent, il est peut-etre aviuitageux d’envi- 
sager, non I’hexagone ABCDEF de Texeniple II du paragraphe VII, qui serait 
notd(i 6 , 25 , 34), mais I’hexagone note' (12, 34 , 56 ) qui lui est dquivalcnt 
d’apres ce qu’on a vu au paragraphe IX. 

Sou ABCDEF cet hexagone, les cdtes AB et BG, CD et DE, 'EF et FA 
seront conjugues. Envisageons les substitutions 

51 qui change BA en BG, ^ 

52 qui change DC en DE, 

53 qui change FE en FA, 

54 combinaison de S,, Sa et S3. 


THEORIE DES GROUPE8 FUCHSIENS. 


1 63 


Ces quati'e substitutions seront elliptiques et leurs multiplicateiirs seront 
a, p, y? B etant des parties aliquotes de 27c. 

B sera Tun des points doubles de Si, 13 Tun des points doubles de S2, F Fun 
des points doubles de S3, A Fun des points doubles de S4 ; quant aux aiitres 
poiuts doubles de ces substitutions, ce seront respectivement les quantiles 
iinaginaires conjuguees de B, D, F, Aj C sera le transforine de A par Si, 
E celui de G par S2* Pour que le groupe derive de Si, S2, S3 soit discontiiiu, il 
suffit queFhexagone curviligne normal ABCDEF soit convexe; d’ou les condi- 
tions 


(5) 


d^b f-b' 

o<arg^-^-^<cc, 

b-d' 


o < arg 


f-d 

f-d! 


b — d 

b—f d-f 
-dZTJ 


<P, 


<Y- 


Pour reconnaitre si le groupe deprive de Si , S2, S3 est discontinu, on calculera 
les points doubles b, d, a', el les multiplicaleurs e'P, de 

S, , So, S3 et de leur combinaison S4 et Ton rechercliera si ces quantiles satisfont 
aux inegaliles (5) el si a, p, y, S sont des parties aliquotes de aii. 

Supposons maintenanl que rhexagone abedef ne soil plus de la premibre, 
mais de la deuxibme famille et du premier ordre de cette famille, de telle 
facon que les quantitds a, b, c, d, e, f soient reelles. Ces quantiles devront 
satisfaire aux indgalites (3), pour que Phexagone abedef soil convexe. Les 
substitutions S,, Sj, S3 s’ecriront : 


1 

I 

I 


z — b" 

z-b"^ 

0 1 

1 

0 ! 

a-b}' 

.1 

I 

I 

- ' ..V 

z-d' 

z-d'^ 

Ct) 

1 

a. 

c — dj 

' I 

I 

I 


1 

1 u 

h 

1 

«-/ 

e—fJ 


Si nous exprimons que la combinaison S4 de S., S3, S3 est une substitution 
parabolique, nous trouverons que les quantiles a, b, c, tZ, e,/ satis ont k e^a 
litd (4). Cette dgalitd jointe aux indgalites (3) est la condition pour que le 
groupe ddrivd de S„ S3, S3 soit discontinu. 


quatrieme exemple. 

Comme ,aa.ritae .«mple noos preodroos on ,„adril..te M dool les 
06tds opposes ab, dc .. ib, ad sop. conjoguds ; les ,»«re so.ome.s form... u. 
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seiil cjcle et la sorame cles angles S est ime pai'tie aliquote de 2 tc. Ce quadrila- 
tere engendre un groupe de la premiere famille et du genre i. Joignons deux 
sommets opposes bd par un arc de cercle ayant son centre siir X . Nous obtieia- 
drons ainsi un triangle abd sur les cotes duquel nous marquerons trois points a, 
| 3 , y, le premier sur bd^ le second sur da^ le troisieme sur ab et de telle ln(g>n 
que 

(b,a)=:(a, d), p)==(l3, a), (tiJ, y) = (y;^). 

II existera alors une substitution qui change ab en ad^ une autre S2 qiti 
change M en pa etune autre S3 qui change ya en yb] toutes trois auront pour 
miiltiplicateur i. Le groupe derive de S^, S2, S3 sera discontinu et aura pour 
poljgone generateur I’hexagone bad^ay dont les cotes ha, ad; d{i, ay, yb 
sont conjugues et situe's dans le prolongement Tun de rautre. Cest done un 
cas particulier des groupes engendres par un hexagone abedef et etudies dans 
la remarque relative a I’exemple precedent. 

Les substitutions fondamentales du groupe engendre par le quadrilatlu'e abed 
sont Sg qui change ab en dc et Sc qui change be en ad, et il est aisd de voir 
que Sg est la combinaison de S3 et de S( ; So est la combinaison de S2 et de Sj ; 
d OLi la r^gle suivante pour former tons les groupes fuchsiens derives dhin qua- 
drilat^re tel que abed : 

On prendra trois substitutions S, , S,, S3 de multiplicateur - i et satis Caisant 
aux conditions dnoncees dans la remarque relative u I’exemple precedent; on 

combinera S3 et S, , ainsi que S. et S, et Ton aura les substitutions fondamentales 
du groupe cherche'. 


XII. — Cr 6 n 4 ralisation. 

Jusqu’ici nous avons suppose que toutes les substitutions dtaient rdelles; 

mais une premiere generalisation pent etre faite immddiatement. 
boit 

(■) (z, 

\ cz-\-d} 

une substitution reelle quelconque; et faisons-lui correspondre la substituti 


:ion 


(2) 


OLZ-h^ 
T'S'-I-S’ gs-4- [j 


ou «, p, y, s sont des constantes imaginaires quelconques. Supposohs 


que nou 3 
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<l{jmii()ns u a, [i, y, o des valeurs fixes et qiie I’on fasse parcourir aux quatre 
(|uaril,il<‘s a, c, d toules les valeurs reelles Lelies que ad—hc = i, 11 est clair 
([ue les substilulious (;>.) Ibrnieront uii groiipe; et ce group e jouira des pro- 
prieK^s suivariles : 

Ses substilulious u’allercrout pas le cercle dont requalion est 


panic imaginaire de 


H- P 
-H S 


el. que j’appeUci'ai cercle fondamental; 

l.e irausformd dbin point i? par ime des subslitiitlons ( 2 ) sera interieur ou 
(‘x Mu'ieur au cercle fondaiuental selon qxie le point z sera liii-meme interieur ou 
exterieur a ce cercle. 


Nous supposerons par exeinple que, si z est interieur au cercle fondamental, 
le ’point. ^ sera au-dessus de X. 

Siii)|)os(>us muiutcnanl. que I’on egale sviccess’ivement les coefficients de (i) 
h eeux (les (livers(!s substitullons d’vm groupe fuclisien G. On obtiendra ainsi 
uiu^ inliniK- de sul)s(.iUil,ions (a) qui formeronl nn groupe G', et ce groupe 
s((ni (•vuleuunenl disconlinu. A ce groupe G correspondra une decomposition 

d(! la iiartii! du plan sllude an-dessus de X en une infinite de polygones nor- 

^ ^ as “+- P ^ 

inaux Ro, R,, •••, Ri, •••) l-uus congments entre eux. Supposons que g par- 
e,(Hire I’liu tie ces polygones R/ dont les ctVtds sont, on I’a vu, on bien des seg- 
nicnls dt! X ou bien des arcs de cercle ayant leurs centres sur X; le point s 
purcourra de son ctHe uu certain polygone Sj dont les c6tes seront, ou bien des 
arcs du ccrcle fondamental, ou bien des arcs de circonference coupant orthogo- 


na lenient ce cercle. . ^ ^ . 

Ainsi, de mfime qu’au groupe G correspondait une division de la partie du 

plan situde au-dessns de X en nne infinite de polygones normaux congments, 
de in.biie au groupe G' correspondra une division de I’intdrieur du cercle fon- 
da.neutal en une infinlld de polygones norriianx congments, k la condition 
d’a(loi)ter les denominations sulvantes : 

a„ Ic r.,.ul«me..u,l ou kieu Jos wcs de circouKreuce coupant orlhogonale- 

ment ee cercle. ^ 

Ouuu (igurca »..t eongruc.tcs si I'on passe de I’une i, I'autre pat une suis.n 

tutiontoilo ,„c (a), o'eskdneiire pan nn. 

fondatnentul. Tout ce ,u-on a di, de la dismbut.on des cotes en pa.re. e. 
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sommets en cycles, et de la classification des polygones normaux en families, 
en ordres et en genres, reste vrai comihe dans le cas particulier auqiiel nous 
nous etions restreints jusqu^ici. 

Quelles seront maintenant les conditions pour qu’un polygone normal donne 
naissance a imgroiipe discontinu G'? Ge seront les memes conditions que nous 
avons trouve'es dans le cas particulier des groupes de substitutions r(5elles, mais 
l enonce de ces conditions doit etre convenablement modifie : 

1 ° La somme des angles des divers sommets correspondant k un m^me cycle 
doit ^tre une partie aliquote de stt; 

2 Si ab et cd sont deux cotes conjugues, on devra avoir, comme dans le cas 
des substitutions reelles, 

a — a' b — b' c — c’ d— d' 
a~b' V— a' ~ c — d' d — d * 


mais a', ne designeront plus les quantiles imaginaires coiajugudes 

de a, c, 6?, mais les symetnques de a, 6, c, d par rapport an cercle fonda- 
mental {voir la definition du paragraplie VII). En dVutres termes, si a est le 
centre dii cercle fbndainental et p son rayon. 


•imaginaire conjuguee de ■ 


et de m^me pour c', d^. 

Nous appellerans groupes fuchsiens les groupes discontiaus tels que G'-, car 
ils ne different pas essentiellement des groupes de substitutions rdelles etnous 
rdserverons le nom de groupes kleineens a ceux des groupes dont les substitu- 
tions ne conservent pas un m^me cercle fondamental. Nous ferons de ces 
groupes I’objet d’un Mdmoire special. 

Les particularit^s qui peuvent se presenter sont les memes que pour les 
groupes correspondants de substitutions rdelles. 

Si le polygone generateur Ro est du deuxi^:me ordre de la deuxifeme, de la 
quatribme, de la sixi^me ou de la septi^me famille, I'ensemble des polygones R,- 
nerecouvrirapas tout I’interieur du cercle fondamental, mais I'intdrieur d’un 

certain domaine limite par une infinite de circonferences coupant orthogonale- 
ment ce cercle ('). , 

Si le polygone R. .si de 1. Iroieis™., d. la ,„atriime, de h einqniime on 

I. .ep..e»e fa„.Ile, a des edtds de la de„xii„e sorle. None avons vn an 


( ') VoirXi note de la page 142. 


N. E. N; 
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coinmeiiceinLent du paragraphe VIII que dans ce cas il y a avantage a adjolndre 
a chaque polygone E./ son symetrique par rapport a X; de telle facon que 
le plan tout entier se trouve divlse en une infinite de regions 11/ + Ri liinitees 
par line ou plusieurs peripheries separees. Dans le cas qtii nous occupe 
inain tenant, nous adjoindrons a chaque polygone R/ son symetrique R^- par rap- 
port an cercle fondamental, de telle facon que le plan tout eritier va se trouver 

encore divise en une infinite de regions R/ + R/ . 

Lalssons de cote pour le moment les regions que nous venous d appeler R^-et 

ne nous occupons que des polygones R/ eiix~memes. La somme des surfaces de 
ces polygones, tons interieurs au cercle fondamental, sera/t/ii’e, ce qui esttres 
important an point de vue des applications ulterieures. II y aurait exception 
lorsque le cercle fondamental se reduit a une droite, ce qui arrive en paitlculier 
dans le cas des groupes de substitutions reelles; mais comme on 1 a vu au com- 
mencement de ce paragraphe, un changement lineaire de variable suffirait pour 
ramener au cas general. 

Dans mes travaux ulterieurs, je supposerai pour fixer les idees que le cercle 
fondamental a pour centre Torigine et pour rayon Punite. Si Pon n’^Uxit pas 
place dans ce cas, un changement tres simple de variable y ram^nerait aise- 

meat. . 

XIII. — Historique. 


Le premier exemple de groupe discontinu forme de substitutions lineaires est 
celui que Ton rencontre en audiant le module k d’une fonction elliptique 
(notation habltuelle) ou le module J (notation de M. Klein) considaa comme 
fonctions du rapport des periodes. M. Hermite a fait une etude approfondm de 
cetle sorte de transcendante et, en montrant qu’elle etait uniforme, vl faisait 
voir du meme coup que le groupe correspondant etait discontinu. 

Les fonctions k et J ont ^e dans la suite, ainsi que le groupe discontinu cor- 
respondant, etudi^es par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus receimnent 
par M. HurwiU. Nous citerons en particulier les importants travaux deM. Klein 
que Ton trouve dans les Mathematische Annalen et un remarquable Memoire 

de M. Fuchs insere au Tome 83 du Journal de Crelle. 

II est evident qu’un groupe quelconque G en contknt^ une infinite d autres 
qui seront tous discontinus, si le groupe G Test lui-meme, de sorte que 

Innaissance d’un seul g-upediscontinupermet Ten former tr.s am 

infinite d’autres. C’est celte remarque qui est le point de depart 
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recherches de M* Klein sur la transformation des fonctlons elliptiques etsurles 
fonctions mod ulalres en general. 

Outre ces groupes contenus dans le groupe modulaire dont la discontiniute 
etait evidente, il y a encore un autre groupe dont la discontinuite avail etc 
rernarquee par M. Schwarz dans un Memoii’e insere an Tome 78 du 
Journal de Crelle; c’est I’exemple I du paragraphe VII. C’etait la premiere fois 
qu’on arrivait a un pareil resuliat sans prendi'e pour point de depart la theorie 
des fonctions elliptiques. Enfin M. Fuchs reprit une question analogue dans des 
travaux inseres au Tome 89 du Journal de Crelle et dans les Actes de la 
Societe de Gottingen. Bien que les groupes etudies dans ce dernier travail se 
ramenassent tons a des groupes deja connus, c’est la lecture de ce remarquable 
Memoire qui m^a guide dans mes premieres recherches et qui m^a permis de 
trouver la lol de gdndration des groupes luchsiens et d en donner une demons- 
tration rigoureuse. 

Je Tai donnee d’abord dans un Memoire que j’eus 1 honneur de soumettre au 
jugement de FAcademie des Sciences dans le concours pour le Grand Prix des 
Sciences mathematiques du juin i88o et j’ai poursuivi I’etude des groupes 
dans une serie de travaux inseres aux Cornptes rendus de 1 annee i 8(Si . 

Le mode de representation que j’ai employe, c’est-a-dire la division d une 
portion du plan en une infinite de polygones curvllignes, pent etre tr^s utile 
pour I’etude des proprietes generales d’un groupe; c'est ce que j’ai cherchd a 
faire voir. Aux geometres qui desirei'aient poursuivre dans cet ordi'e d hides 
rdtude d’un groupe fuchsieii ou de tout autre groupe, je recominanderai la lec- 
ture de VIJabilitationsschrift de M. Walther Dyck de I’Universlte de Leipzig, 
qui emploie un mode de representation analogue et en fait ressortir les noim 
breux avantages. 
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Acta mathematical t. I, p. 193-294 (1882). 


I. — Series th6tafuchsiennes. 


Dans un M^moire anterieur (2), j’ai montre comment il est possible de 
former des groupes discontinus avec des siibstitations de la forme 

U) 


/ • 
V ’ 


• 0 / 


en cboisissant les coefficients a/, [i/, y/, 0/ de telle lacon que les diverses 
substitutions du groupe n’alterent pas un certain cercle appeld ceicle jonda 
mentaL Je supposerai, dans tout ce qui va suivre, que ce cercle fondamental 
a pour centre Torigine etpour rayon I’unite, de telle sorte que son Equation 


so It 


nnrl z = 


Jc considiire un de ces groupes discontinus, dits groupes /uchsiens, que 
j’appelle G. A ce groupe correspondra une decomposition du cercle tonda- 
mental en une infinite de polygones normaux R, tous congruents entre eux. 

Je me propose de ddmontrer qu’il existe toujours un systeme de functions 
unlformes de ^ qui demeurent inalterdes par les diverses substitutions du 


groupe G et que j’appellerai/o«ction.syucAsie7ines. 

A cet effet, j’envisage les diverses substitutions de G 


comprises dans la for- 


(■) Temiiui le 23 octobre 1882, imprime le 29 ’’ 

(’) Theorie des groupes fuchsiens, ce Tome, p- 10 -i 


H. P, - II. 
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mule (i) et je pose, pour abreger, 


H- {3/ 
•'{iZ ■+• 0 / 


Vw/% TTT rill Memo ire cite. Jc forme en.su.ite la 
comme je I’ai fan au paragrapbe HI du Memoire 




°^rv!rdLt;re',tltjrel^ f--* .ucce.ive»e„t 

"‘TXppTotrLd ,ue = so., iau.aeo.ao cercle toadameau,l : il sera aloes 
la.da!:J' l-aa des pol,.oaes R. pa. e.e.aple ao po„.oae R. ,u. co.eesp.ad 
i, la substltatioa de G ,ui a poor iadice h et qu. s ecr,. 




//,(3 )=/,-[/a(^)]- 


La substitution 


[z, fk{^)] 


r„a panie da geoape G e. co„.spo„d» i. aa co.uia poljsoao R.. Paisqae a 

..p. c.. eaveppp.« 

supposons 4 I’l^tririeiir de Ra; le transform^ de 

wltttr:: r::ce-i» ,.es pe... C. aaveloppaa. 

Sivemeni un certain nombre de lemmes. 


/ rip torn les contours G/ est egale 

Lehme I. - La somme des surjaces de tons 


une quantite Jinie C. 


j 

* . r pn nombre infmi sont tous inldrieurs au 

Ea ete, ces differea.s con.oar. C, en „„ 

, r 1 sa^tol- lip ulus ilsn’ontaucune partie commune, pud. 4 W 

cercle fondamental, P ’ nolv-ones R. La somme de leurs siir- 

finie. 


Lemme n. 


Le rapport. * la plat praorle a la plat petite valcar gue 
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puisse prendre le module de quand z reste interieur d C, est plus petit 
qu^une certains quantite K independante de 
Ea efFet, oa a 

dfi _ ^ 

dz h- 

Le module de ^ est doac egal a divise par le carre de la distance du 

point 5 an point Les points ^ sont les divers transformes du pointco; 

ils sont done tous ^exterieurs au cercle fondamentarcomme le point =o Im- 
meme, et ils ne peuvent 6tre infmiment voisins les uns des antres que dans le 
voisinage de ce cercle. Soient M,- et mt la plus grande et la plus petite va eur 
que puisse prendre ce module quand i; reste intemeur k C„; soient a et fc a 
plus grande et la plus petite distance du point ^ an contour C„ ; nous aurons 
evideinment “ 


Or tous les points sont extdrieurs au cercle fondamental. Soient done A 
et B la plus grande e^la plus petite distance de Torlgine, centre du cercle fon- 
damental, au contour Co- Ces deux distances seront plus petites que i, 
puisque Co est tout entier intdrieur au cercle fondamental. On a alors 

D’ailleurs ( ^ iudependant de f. c. q. f. d. 

(.) Cette inegalite a est pas satistaite. Mais si Ton suppose, ce qui n’a pas d'inconveuient, 
que Go soil un cercle, on trouve b>i A et 


A-B 

<1- 


A — B I — B 


< iTTn) - *'• 

Si ton veut que C, soil - contour «es P-H^.f-que^ rorSul trpoL:T"n^ 

a<R-l-A, i->i — A, 


K etant inddpendant de i. 


N. E. N. 
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Lemme hi. — On a, quel que soil 

En effet, soil z = x + iy \ la surface du contour Co s’ecrit alors 

Co=yy' dxdy, 


et la surface du contour C,- 


='=//H 


dz 


dx dy^ 


les deux iutegrales doubles etaiiL prises a rinterieur du contour Go- On a 


done 
ou bien 
ou enfin 


G/> ^ J n\\ dx dy = ml Co, 
M? 


Ct > ^ Go, 


Liq 


G. Q. F. D. 


Rien n'est plus aise maintenant que d’etablir la convergence de la serie (a). 
Supposons, en effet, d’abord 2; nous aurons a envisager la serie 

(2) 2 

Or nous aurons 


Les term es de la serie (2) sont done plus petits respectiveinent que ^ inul- 

liplie par le Lerme correspondant de la serie ^C/, dont la somme est un 
nombre fini C, d’apres le lemme I. 

La serie (2) aura done aussi une somme finie S. On a par eonsequent a jor- 
tiorij quel que soil 4 , 


mod < y/S. 
dz 


m — 2 

S“^. 


On aura done, pourvu que in > 2, 

C^est-k-dire que chaque terme de la serie ^ ^mod^^ est plus petit que la 

constante S ^ multipliee par le terme correspondant de la serie ^ pnod ^l 

qui est convergente. 
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La convergence de la serie (2) est done demontree et il s’agit ici, non d^une 
semi-convergence, mais d’une convergence absolue, puisque tons les termes 
de la serie sont positifs. 

Supposons maintenant que le point 5 soit exterieur an cercle fonda- 
mental. 

Si le point est run des points Tun des termes de la serie est infmi 

et la convergence est impossible. Supposons done que le point 5 ne se con- 
fonde avec aucun des points -7^; jo dls que la serie (2) sera encore conver- 
gente. 

Considerons, en [elFet, un autre point liiterieur au cercle fondamental 
La serie 






- 8 , •)-*"» 


est convergente d^apres ce qu'on vient de voir. Je dis qu’il en est de meme de 
la serie 

(2) ^ mod 

En effet, nous pouvons trouver une limite superieure R de mod^^^i -h 
et line limite Infdrleure r de mod^z -f- ; car les points ^ ~ ont un module 

fini et limite, et ils ne sont pas infinlment rapproches du point 
On a done 


nod(Y/^ 


mod(*f/^i ■+■ 0/) 


3 .)-2m ^ 


multlplie par le 


Cliaque lerme de la serie (2) est done plus petit que 
lenue correspondant de la serie (2«) qui est convergente. 

La serie (2) est done aussi convergente. 

3 “ Supposons maintenant que le points soit sur la circonference du cercle 
fondamental. La demonstration precedente sera encore applicable, pourvujue 
le point .s ne soit pas infiniment rapproebe d’une infinite de points - 
G’est ce qui arrivera si le point ^ appartient k Tun des cdtes de la deuxieme 
sorte de I’un des polygenes R. La serie (2) est alors convergente. Dans le cas 
contraire, les termes de la serie (2) sent susceptibles de croitre indefimment, 

de sorte que la convergence n’a pas heu. 

Us p«i.« de 1. circoaterenc. du cercle fondau.eacl e= d,..s.nl eu de„, 

cUsee : lee u„s .ppar.ic.eal 1. I'aa de, cdlds de la “ 

de, poljgoac, K; le, auttes, qui ae ,au,toa. pM i cet.e cond...o«. appelle 
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ront les pomii singuliers essentiels du groupe G, de sorte que la condition 
de convergence de la serie (2) pourra s’enoncer ainsi : Le point z devra ne se 
confondre ni aoec aucun des points aucun des points singu- 

liers essentiels du groupe G. 

La sdrie (2) definit une fonction de -s, mais cette fonction n’est pas mono- 
gene, comme on le voit aisement d’apres la forme mdme de la sdrie. La somme 
de la sdrie(2) depend egalement du groupe G, et si Ton suppose que les 
coefficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des functions 
d’un certain parametre la somme de la serie (2) sera aussi une fonction de t. 

Une petite digression est necessaire pour me permettre d'exprimer plus 
nettement ma pensee. Reportons-nous au paragrapbe XI du Memoire sur les 
groupes fuchsiens, paragrapbe intitule : « Formation effective des groupes 
fuchsiens », et prenons, pour fixer les idees, I’exemple I de ce paragrapbe. 
Dans cet exemple, il s’agissait de former les groupes fuchsiens de la troisi^ine 
famille, engendres par un polygone normal ayant 2/1 cotes de la premiere sorte 
et 2/1 cdtds de la deuxifeme sorte. Nous avons vu que les coefficients des n sub- 
stitutions fondamentales de ce groupe ne sont assujettis qu’a des indgalitds. 
11 est done possible de les exprimer en fonctions rationnelles de 3 /j paramfetres 
arbitraires 

III , M2, • • • ) 

assujettis seulement a etre reels et a satisfaire a certaines int^aliles. Les coef-' 
ficieuts de toutes les substitutions du groupe sont alors, comme ceux des 
substitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des param^tres u. De 
plus, il est Evident que tous les groupes differents qu^on obtient en attribuant 
aux u differents sjstemes de valeurs sont tous isoinorphes entre eux. 

Ce qui pr^c^de peut ^tre etendu au cas le plus general et, pour enoncer plus 
facilement les resultats qui vont suivre, je vais introduire une definition nou- 
velle qui nous sera utile dans la suite. Gonsiderons deuxpolygones normauxRo 
et RJj ; je suppose qufils soient designes par la ineme notation dans le syst^me 
de notation du paragrapbe VII du Memoire cite. Les cycles de chaque categoric 
seront en m^me nombre dans Rq et RJ, et ils se correspondront un a un. Je 
suppose de plus que la somme des angles de Rq qui appartiennent a un mdme 
cycle de la premiere categoric est la m^me que la somme des angles du cycle 
correspondant de R^. Je dirai alors que les deux polygones, ainsi que les deux 
groupes qu’ils engendrent, font partie de la meme classe. Il est clalr que, dans 
ce cas, les deux groupes sont isomorphes entre eux. 
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Considerons done une infinite de groupes appartenant a la m^me classe C 
et derives de 7^ substitutions fondamentales. Prenons n substitutions quel- 
conques et cherclions si elles peuvent etre prises pour les substitutions fonda- 
mentales d’un groupe discontinu appartenant a la classe C. Nous trouverons, 
en general, que leurs coefficients doivent satis faire a certaines egalit(^s et k 
certaines in^galites. Ges coefficients pourront alors s’exprimer rationnellement 
en fonctions de p parametres arbitraires 


III y Wj, • ‘ • t 


assujettis seulement a resler reels et k salisfaire a certaines in^galit^s. Laseule 
difference avec I’exemple I du paragraphe XI, e’est qu on a en general 


au lieu de p = 3n. 

Deux groupes qui sont de la ineine classe sont, en general, de la m^rae 
famille. II j a cependant des exceptions. Ainsi, reprenons I’exemple I du pa- 
ragraphe XI que j’ai cild plus haut. Les groupes envisages sont en general de 
la trolsleme famille; mais, dans certains cas limites, ils peuvent se reduire k 
des groupes de la deuxidme ou de la quatrifeine famille. En gdndral, un groupe 
de la deuxikme ou de la quatrlkme famille peut dtre regarde comme apparte- 
nant k une classe formee de groupes de la troisieme famille qui ne se rdduisent 
k la deuxieme et a la quatrlfeme famille que pour certaines valeurs particu- 
likres des paramfetres u. De m4me, un groupe de la sixikme ou de la septikme 
famille peut 4tre regarde comine appartenant a une classe formee de gioupes 
de la cinquikme famille, qui ne se rdduisent a la sixikme ou k la septifeme 
famille que pour certaines valeurs particulieres des parametres u- Cette 

reinarque nous sera utile dans la suite. 

Ainsi, il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous isomorphes 
entre eux; les coefficients de leurs substitutions sont des fonctions ration- 
nelles de certains paramktres reels u, assujettis k certaines indgalitds. Si Ton 
forme la sdrie ( 2 ) k I’aide -des diffdrents groupes appartenant k une m^me 
classe, la somme de cette serie sera dvidemment une fonctioii des w; je dis 
que ce sera une fonction continus de ces paramktres. 

II est clalr que chaque terme de la serie, etant rationnel par rapport aux «, 
sera une fonction continue de ces paramktres ; mais cela ne suffit pas pour 
qu’il en soit de mdme de la somme de cette sene. Si nous considerons, en 
effet, une s^rie 


S(a7) = Fi(a7) H- F2(a?) + • • •-+” • j 


s.. 

176 - ,ies de X et qui esl convergente, la 

a„„l.sU.»essonae, Eonctioa. co„u ^ ^ 

( 3 ) 

on ait 

et qtie la serie 


rood F„{Er) < C,., 
C, + G2-l-...^-C« + ■ 


Cl/ -- '•'i ■ 

o/^N restera fonclion conlmue de X lanl que 
soit convergeale; on salt qu ^ rdsultat esl d’aiUeurs facile k 

celte variable satisfera aux mega 1 demoulrer que la scSrie (a) 

^tendre an cas de plusieurs var la 

e--^o-^^°---^;^7’X^dants des .), uds qoc la sdrie 

infinite de nombres posmfs A, - ^ndepen 

soit convergente et que 1 mega ile 

(roodf)'”<AE- 

lie (‘es paraiueires I'eslcnt coni- 

soil salisfaite quels que soient ’ 'y. d’aillcurs dire aussi voisines qu on 

pris =n.,e ,r,ll on .cu, d.'- E„ .u,,.uu.,;ia de 1. 

veut du systeine de valeurs po n 

sommedelasdrie(2). ^ fa ire n sage de. em-laines cousidS- 

Poiir deinontrer cetle ^ ^ de.uouslnUlou nouvelle de la 

rations qui me fournlront ^ rinqu.rtanoe de ee 

convergence de cette sene, au paragrapbo U du 

rdsultat. Je vais rappe er qu q paragraplu;, j’avais appele ft^nxres 

Mdmoiresurlesgroupes fucisiens. ,rausferiuees rune de rautre. par une 

deu. L ensuite 

substitution llndaire k coefhcienls red. 

s = X 


j.av.iseppeldLd'uaa.cl’ietes»le 


I 


0) od dz 

r 


prhe le long de ce. a,c et S d'une aire pEa.tc rEelds-'a 


nrlse k I’intdrieur de celte aire. 


If 


d x dy 

yt 
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La LcFun arc et la S d’une aire sont des invariants pour ces figures, c^est- 
ii-dire que deux arcs congriients ont meme L et que deux aires congruentes 
ont meme S. 

Plus tard, au paragraphe XII du Memoire cite, j’ai envisage des groupes de 
substitutions qui n’6taient plus assujetties a etre reelles, mais a conserver 
un certain cercle fondamentaL Par une extension toute naturelle, deux 
figures seront dites congruentes lorsqu’elles seront transfonnees l ime de 
I’autre par une substitution lineaire conservant le cercle fondamentaL II y 
aura pour les arcs et les aires deux invariants analogues a ceux que nous avons 
rencontres dans le cas des substitutions reelles et que nous appellerons, par 
extension, L et S. Par exemple, dans le cas qui nous occupe, le cercle fonda- 
mental a pour centre I’origine et pour rayon Tunite. Posons 

^ = p e»'>. 


J’appellerai L d’un arc Fint^grale 


I 


mod dz 
I — P"" 


prise le long de cet arc et S d’une aire Fintegrale 


If 


p dp doi 

C‘ — P^)'" 


prise k rinterleur de celte aire. On v^rifie aisemenl que deux arcs congrueuts 

ont radme L, peudant que deux aires congruentes ont m^me S. 

Considerons un cercle ayant pour centre Torigine et pour rayon p. ba b 


sera 


p do 

X H ^ 


TIp^ 


La L de son rayon sera 




nous appellerons cette quantity le R du cercle. 
On a, en fonction de R, 

P=;riqn’ 

S= - ‘i)- 


Passons i. la «.aonslH.tion d= 1 . convergeac d. k serk (a) 


H. p. - n. 
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’I su.pos.ns, pour f.«r les i«es. c,ue le poln, . as. inta.le.r .ucercle fonda- 

mental; la demonst ^ pourrons prendre assez 

Nous d^crirons ^ p,, ,,, p,l,,ones R, de R. 

petit PO- „ ,,,ieront entre les limites que nous leur 

p.r exemp . Qua- R varieront, mals nous pourrons tonjours supposer 

avons fix^es, po Je constamment tout entier k I’interieur de R*. 

que Co est assez peti po differents trans formes du point s, c’esl- 

Si„ouscou.M«ro„so.a,«eu.utl- ■‘■‘T" ^ 


Si„ouscou..<.aro„s„,u. .^^^^ ^ 

i-dite las diffetenls pom s „s + ., , 0.„„ 


Mire las „„ ,,Uer . PiuSarlaur d'uu aarsaia 

I'mianeur d an peW “» » ‘ conlouts Cl seront aon- 

poljgoaa R., .ras. J oM 0 vu 1^ 

gru^nts a»«ra aM « a ■ . g; j, e„,,,idi,ra maia- 

J'appellerai a la 5 da . 1 „,,d„g„„alameat la carola toadamoalal 

:rrr:a:x.«^^ r 

restera inferieure a une certame lumte quo j appe 
Demontrons maintenant quelques lemmes . 


/ trails formes de s, e’est-d-dire les 

Lemme IV. - Considerons les points -J 

points -t- ^ 

•^iZ H- 0/ 


. , . .. cerefe G' qni a pour centre I’origine et pour 

qui sont interieurs a an cercic ^ <i 

rayon 


le nomhre de ces points est plus petit que 

JL -4- — 2) 


TTn pffet soit 'N ce nombre. 

g. „ g ’oat dliifc est ialarieur au aatola C, la aoatour Ci o„rrospoa,la.,t 

Slunp + Pintdrieur du cercle G" qui a pour ce«li>« 

sera de X celui du cercle G", e’est-k-dire. <lout lu 11 

Torigine et dont le R surpasse 

est ^gal a R'-+-)^. contours G.- doul la S I 

Ilyadonckrinterieurdu cercle G au moms 

tale est ^gale k Ncr. 




p 
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m 


Or la S du cercle G' est 


Oa a done 


^ 2 (R'-+-X) — 2). 

4 ^ 

N < -!L(e2(R'+X)_v. e-2(R'+‘X)— 2 ). 

4 ar 


C. 0. F. D. 


Lemme V. — 


On a identiquement 


mod 


I 



I — mod ^2 


En efFet, envisageons ua contour infinimenl petit Co ddcrit autour du 
point z et le transform^ Q de ce contour par la substitution 

/ a/3 + Pi 

( z, — r- 

V + O'’ 

Soient (1)0 et toi leurs surfaces, on aura 


mod j \ A * 



mod ^2)2 ’ 
CO/ 


iCs S de coo et coj seront 

r r dx dy 

J J {i — modz-y- (i - 

r r dx dy 

[i. 

Or ces figures sont congruentes et ont mdme S. 

I I \ Y/^ - 4 " 0? / I ^ 

I ” L I — mod ^2 ^ J 

, /sti-s-t- PA' 


VYi-s 4-0/7 J 


m 

(Do 


I — mods® 


c. Q. F. D- 


mod 

(Yi-^ ■+“ 

isiddrons deux cercles ayant pour centre Forigme et passant, 1 un par le 

, . . tti^ + pi 

z et I’autre par le point 

le„. A le R d» premier eercl. et R' le R d„ teeoad eercle. 0» aura 

g?A»_x g/S 4- __ 

« -= UlOd , T. /?1R'-1- I 


i 8 o 

et enfin 


MKMOIRE SCR LES FONCTIONS FCCHSIENNES. 


mod 


g- 2 A^_ 2 




THto.tM.. - La sirie (a) «t canaargente. 

DecHvons, e« elTe., «»e de cercles ay.nl ponr centre com»n„ I'ori- 

gine e. dent les R croissent en progression arithmdliqne.. So.enl K. , R., • ■ ■ . 
k„, . . . ces cercles, et solt nr le R du cercle K„. 

Icrivons la serle (2) sous la forme suivante : 

(a 6 ») 2 = U,+ U.+ U 3 + ...+ U«+.--- 

■1 TT rlo la sprie (i bis) eu groupaut tous les terraes de la 

On obtlent le terme U„ de la sene {z ois) eu g 

. . aiZ-\-^i dans la couronne cir- 

serie (2) qui correspondent a des points compris aans 

piililre situ^e entre les deux cercles et K„. 

c::i les .er„es de la sdrie (a) son. positits, nn pareil gronpemen. es. 

lieile et 1 . convergence de 1 . sCrie (2 Us) enlraine celle de la serie (2). 

Le nombre des termes de (2) gronpds ensemble dans le terme U„ est, enver u 

du lemme IV , plus petit que 


JL ( e 2 (nr-l-X) + — 2 

4 ff ^ 


' 4 ^ 


Chacun d’eux est, en vertu du lemme V, plus petit que 

/ .2A^e-2A^_- \m 


■ j < ^iuTPr) ) 


On a done 

Posons 

on aura 
( 4 ) 




Tj / JL ( e2A+ ■+■ 2)"‘ e^x+iimr 

4 (t^ 

:!L(esA-f- e-iA-+- 2)«‘ K, 

4 ^ 


U«< 


K 




K sera nne constante indCpendante de » et le second membre de 1 meg.lttd ( 4 ) 
sera puisqne le ten>»e d’une progression gdomto.que ddcrois- 

sanm La sL (2 Us), e. par consequent la sCrie (2). es. done con.crgente. 

c. Q. n. 

Voyons quelle erreur on commet quand on se reslreint dans la sdrie (2) autt 
termes qui correspondent ana poina mtdri.nrs it nn cercle ayau. pour 
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^ 1 p — I^r La somme des termes negliges est 

centre 1 engine et dont le R est {n i;r. 

egale a n tt 

^ UrtM- U»-hi'+-- . • 

et par consequent plus petite que 

^Zn{l—m)r 


I — e 




Th 6 oreme. La somme S de la serie (2) est une fonction continue des 
parametres a. 

En effet soil S la valeur de cette somme pour certames valeurs 

Wi, Uzi 

de ces parametres u. 

Soit S + AS la valeur de cette m 4 me somme pour des valeurs voismes 

Ml+AUl, •••! Up-htiUp 

de ces memes parametres. Je dis qu’on pent prendre les ^u assez petits pour 

‘I"" | 42 |<e, 

e dtant une quantity donn^e. 

Soit So la somme des n — 1 premiers termes de la sdrie (2 bis) 

So= 

Soit rr TT , 

Si = Urt-h L/i+i-h. • • , 

S = So -H Si. 

Soit de meme So+ ASo, S, + AS. la somme des termes correspondants de la 
s^rie S -I- AS ; de telle sorte que 

S AS = (So+ ASo) + (S.H- ASi). 


On aura 


Si -4- AS. < ,_g2Kl-mV 


Nous pourrons done prendre n assez grand pour que 


2 1 •+■ AS 1 ^ ^ 


Or, une fois choisi, S, sera fonction continue des u; on pourra done 
prendre les A a assez pe ti ts pour que 


et par consequent pour que 


lASoK 3. 

1 AS 1< £. 


c. Q. r. D. 
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B 






Consid^rons maintenant la serie suivante 


( 5 , 

Je suppose pi ..enreseule une fouction ralionnelle de u doDt 

.uL'^ilu erris.p le cepcle toudu^enul, .ais ,ui ,s. d-ai«ouPs ^uel- 

■> p-.p, ppI,,, arand ciue i • La fonciion H (z) aura 

20 Que le nombre mesi uu enlier plus grana q 

un certain nombre d’infmis ^ ^ 


Si le point -s se confond avec un des points 


g/q/c-H P/ 

!■„„ des termes de la serf. es. Infiui et, pao oonsd<iue»l, I. sdrle no pent 4l,. 

TZ:! an course ,ue cel. nWl pas lieu. Nous poun-ons «ou,CP «n 
nombre positif M tel qu’on ait, quel que soit t, 

ou poupia ™toe choisi. M asses grand pour quo cCXO indgali.o s,d, aisle quand 

on tail varies les pammel^s „ eu« “j;;; . , , „,,,a/uMsn.e, 

Je dis maintenant que la s^rie &{z), que ] appcUma 

est convergente. En effel, nous aurons 

mod [h (^5^) + 8')-^'"] < “ ■*" 

Le module de chaqle terme de la sdrie (5) e.l done plus peril 

j Prl’pinP sdrie convergente ii termes posiufs. Ge.st-,i <ln(, cji i. 
:r« Zconveigenle el ,«. sa somme esl inddpeudau.e do Po,.d,.o doa 

“™“lleurs on ddmonnemlt, comma pour la somme de la adi-lo (»), quo la 
somme de la s^rie (5) est une fonction conUnue des pununctres «. 

II. — Classification et propri6t6s g6n6rales. 

Ainsi la sdrie (5) est convergente, saut pour certains points siugnliets; dans 
ces eondirions elle definit nne fonction e (a) Uolomorplie. La I, .no, .on « (a ) 0,1 
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essentiellemeat uniforme, mais elle cesse d’etre holomorphe aux points singu- 
liers pour lesquels la serie (5) cesse d’etre convergente. 

Ces points singuliers sont : 

I ® Les points 

cLjafc-^ ?t 

c’est^a-dire les divers transformes des infiiiis de H (z ) ; ces points sont des poles 
dans le voisinage desquels 0 (-s) est meromorphe ; 

2“ Les points c’est-a-dire les divers transformes du point oo. Ces points 

sont encore des p6les dans le voisinage desquels 0 {z) est meromorphe. 

On demontrerait ce double fait en remarquant que, dans le voisinage de ces 
points, un des termes de la serie (5) devient infini et que si I’on supprime ce 
terme, la sdrie reste convergente. 

3® Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe G, c est-k-dire 
les points du cercle fondamental qui n’appartiennent pas k un cotd de la 
deuxi^me sorte de Tun des polygones R. Ce sont aussi, pour la fonction B(z), 
des points singuliers essentiels. 

Void maintenant la propriete fondamentale de cette fonction. Considdrons 
une substitution quelconque du groupe G, par exemple 

/ H- Pa \ . 


cher chons cjuelle relation il j a entre 


ajcZ -i- pAr 


et .©(-s)' 


Le syst^me des substitutions 


formant un groupe dont fait partie la substitution (6) sera identique au systhme 
des substitutions 


H- 0/c 
Ct/cZ -h pA 




, posant, pour abreger. 


a.iZ -H 


tt^Z -h Pa 

-1- s* 


=fk{z), 
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ce qui permet d’ecrire 


On a d’ailleurs 


On a done 


DU bien 


e = ew (ya-s -I- 
\Y*^ -+- Oft/ 


Nous appellei-ons fonclion Mta/uchsietine toole tonclion unitorae de a 
iouissaut d. la proprie.d (,)• Nous el.ssevous l.s fouctious sKaatucl.si.nnes de 
1. „«me f. 50 « que les groupes tuchsiens. k I'aide des propt.o.ds du poljgoae 

normal Ro correspondaixt. 

On a vo quo le. polygones R. pouv.iont so dislribuer on sept tamdles et que 
la premiere, la deuiikme, la qualrlome, 1. sisliine cl la sepuiime de cos tarn, as 
so subdivisent en deux ordres. Mais lout groupe du dcux.emc ordre de la 
deuiiime, de la quatriime, dc la sixiime at de la sept.dme t.m.llc est ,den- 
tique k un groupe de la noisikme on de la cinqulkme ta-lle. ■>» " 
do premier ordre de la slxiime ou de 1. septikmc tam.llc (uo.r § IX cl XI du 
Memoire sur les groupe, tuchsiens). Nous pouvons done toujour, supposer qua 
le groupe G n’appartienl pas au deuxieme ordra de la deux.kme, dc la quutr.cina, 

de la sixi^me ou de la septlJune famille. 

Gela posd, je dirai que la fonedon @ {z) fail parde de la premidre, de la Iroi- 
sifeme et de la clnqui^me famille si le groupe G fail parde de I’une de ces lamilles , 
et que la fonedon 0 (.3) fait parde de la deuxieme, de la quatricme, de la 
sixi^me ou de la sepd^me famille si le groupe G appartient au premier ordre 

de Tune de ces families. . 

De mfime je dirai qu’une fonedon ihetafuclisienne est du genre p, si le 

groupe G correspondaiit est de ce genre. . ^ , 

Je puis dgalement dtendre aux fonedons tlxetafuchsiennes la class irication des 

groupes fuebsiens en classes dont j’ai parld dans le paragraplie precedent. 

Envisageons d’abord les fonctions de la premiere, de la deuxidme et de la 
sixifeme famille. Les polygenes R correspondants n’ont pas de c 6 les de la 
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dfeuxii^me sorte, de telle mkni^re que tous les points du cercle fondamental sorit 
des points singuliers essentials . Le plan se trouve divIse eri deux parties, a 
savoii' I’inteideur et Pexterieurde ce cercle, par une ligne singuliere essentielle; 
il faut en conclure, conformeinent aux principes actuellenient admis dans la 
tlieorie des fonctions, et inis en lumiere par les travaux de M. Weierstrass, 
que le developpement (5) represente deux fonctions distinctes, salon que -s est 
inter ieur ou exterieur au cercle fondamental. La premiere de ces fonctions 
n’existera qu^a Pinte^rieur de ce cercle etadmettra comme espace lacunaire toute 
la partie du planqui lul est exterieure; la seconde, au contralre, n’existera qu’a 
Pextci'ieur du cercle fondamental. Dans ce qui va suivre, nous n’envisagerons 


jamais que la premiilire de ces fonctions; en effet, la seconde d’entre elles, c’est- 
a-dlre celle qui n’exlste qu’a Pexterieur du cercle fondamental, pent aisement 
par u n changement de z en — se ramener k une fonction thetafuchsienne n exis- 

tant qu’a Pinterieur du cercle fondamental. 

Gonsiderons done une fonction thetafuchsienne n’existant qiPk 1 interleur 
du cercle fondamental et definie par une serie telle que (5) ; nouspouvons taire 


deux hypotheses : 

Nous pouvons supposer qu’un ou plusieurs des infinis de H(5) sont Int^- 
rieux's au cercle fondamental; alors la fonction ©(js) aura des Infinis (sauf dans 
certains cas exceptionnels oii plusieui's infinis de cette lonction se detruisent 
mutuellement) et nous dirons qu’elle est de la premiere espece; nous serons 
certains alors que la somme de la sdrle (5) n’est pas identlquement nulle, 
puisque cette somme pent croitre indefiniment. 

On peut supposer, au contralre, que tous les infinis de H(s) sont extdrmurs 
au cercle fondamental; alors la fonction 0(^) n’a pas d infinis et nous dirons 
qu’elle est de la deuxieme espece. La fonction &{z) peut alors se developper 
en une serie ordonnde sulvant les puissances croissantes de s et qui reste con- 
vergente tant que 5 reste int^rieur au cercle fondamental, c’est-k-dlre tant que 
la fonction 0 (is) existe. 

Rien n’empdche dans ce cas que la somme de la s^rie (5) ne soit identique 
ment nulle, et nous ddmontrerons en effet plus loin que toutes les fonctions 0 
fie deuxieme espece s’expriment lindairement k I’aide d’un nombre finifi entre 


Passons maintenant aux fonctions de la troisikme, de la quatrikme, de la cm- 
quieme et de la septieme famille; les polygenes R out alors des cotds de la 
fieuxidme sorte, tons les points du cercle fondamental ne sont plus des points 


H. P. — II. 
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singuliers essentiels; nous n’avons plus une ligne singuliere essentiellej mais 
une infinite de points singuliers isoles. II rdsulte de la que la serie ( 5 ) an lieu 
representer deux fonctions dlstinctes selon que ;; est intdrieur ou exterieur an 
eercle fondamental, represente une seule et indme transcendante qui est par- 
tout holomorphe, sauf en certains points isoles. La fonction © {z) est donC une 
transcendante uniforme existant dans toute 1 etendue du plan et presentantune 
infinite de points singuliers essentiels. 

On pent se demander quelle place elle occupe dans la classification que 
M. Mittag-Le filer a donne de pareilles fonctions dans sa communication du 
3 avril 1882 aux Comptes rendus de I’Academie des Sciences de Paris. 

Les points singuliers essentiels etant en nombre infini seront infiniinent rap- 
prochds dans le voisinage de certains points singuliers de deuxi^me espfeee; 
ceux-ci k leur tour, s’ils sont en nombre infini, seront Infiniment rapprochds 
dans le voisinage de certains points singuliers de troisi^jme espece, et ainsi 
de suite. 

Je dis que nous ne serous jamais arr^tes etque nous trouverons ainsi une infi- 
nite de points singuliers de toutes les espfeces. En effet, si nous avons une infi- 
nite de points singuliers de la (n — espece, il y aura au moins un point 
singulier de la 71'*""“ espkce ; mais s’il y en a un, il y en aura une infinitd, car 
tous ses Iransform^s par les diverses substitutions du groupe G devront aussi 
^tre des points singuliers de la 71 “““ espece. c. q. f. d. 

Nous avons done affaire a une de ces fonctions que M. Mittag-Le filer aappe- 
Ides du deuxieme genre. 

Il semble d’abord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles existent 
dans tout le plan et elles doivent avoir pour poles ceux de la fonction ration- 
nelle H(.z) qui doit devenlr infinie en quelque point duplan. Mais ilpeutarri- 
ver que plusieurs des infinis de la fonction 0(^) se detruisent mutuellement; 
de sorte qu’on pent construire, comme dans le cas precedent, des fonctions 
tbdtafuchsiennes de la deuxieme espece; on en verra un exemple au para- 
grapbe VIIL 

Parmi les points singuliers de nos fonctions thdtafuchsiennes, il en est qui 
doivent particuliferement attirer notre attention ; ce sont les sommets des poly- 
gones R qui sont de la deuxieme categoric et qui appartiennent k un cycle de 
la troisieme sous-categorie (voir le paragrapbe V du Mdmoire sur les groupes 
fucbsiens). 

Soit a un pared sommet; il y aura parmi les substitutions du groupe G 
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substitution parabolique de la forme 


\5 — a z — •x ‘ / 


C’est la la definition mdme des cycles de la troisieme sous-categorie. 
Posons 

aiir I 


a lit I _ , 

“p" ^-a ~ ’ 


P /i(-s) — * 


= ?/(0- 


en conservant pour le symbole/i(s) la signification qu’on lui a donnee plus 
liaut, c’est-ii-dire 

^ 7tS-ho/ 

JDefiaissons mainteaant un symbole de la facon siiivante : 

Hi(0 -p-j • 

II est Clair que H, sera I’algorithme d’une fonction rationnelle. On trouvera 
alors identIqiiemeEt 

Mais, la sdrie 0(s) etant absolument convergente, on peut en ordonner les 
termes comme on le veut. Voici comment nous allons les ordonner : 

Parmi les fonctions <p,(0 on peut en cboisir uae infinite 
0„(t) = f, Oi(0, 9i(0. ••• 

de telle faeoo q<« tone ?■(') 

seule e.». le forme ai.). 

h dtant un entier posillf ou negatif ; ce qui perinet d ecrlre 

A-=0 /i = — «* 

Coasidemos ua nouvel algorilbme H'.(l) ddfmi comme 11 soil : 

^ Jt==0 


XT' ti TA. /"/ -i- o Aiit)] I J 

A^O h- 


d’ou 
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11 faut d’abord effecluer la sommation par rapport a A; or H 4 (f) est une 
fonction. rationnelle de t (jui tend vers zero cjuand t tend vers 1 infini. On aura 
done 

/t = •+: 00 

h — — 00 

H". (e^) designant ime fonction rationnelle de e‘ qui tend vers zero quand t tend 
yers r infini. II vient done 



La convergence de celte serie est evidente, puisqu on 1 a obtenue en groupant 
d’une certaine manlere les termes de la serie (5) qui est absoliinient et nnifoi- 
inement convergente. De plus, les teinnes sont rationnels en et leurs infinis 
ne sont pas infmiment rappi'oclies dans le voisinage de 

e^= o ou de = co, 


de telle sorte qu’on pent trouver une limite superieure et inferieure cles modules 
des valeurs de 6^ qui rendent infinie 1 une des fonctions II^.. 

II suit de la que, dans le voisinage du point singuller s = a, la fonction 

2/'7r S/TC 

0 est holomorplie en ou en selon qu’on appi'oche du 

point a par Pinterieur ou par Pexterieur du 061*016 fondamentaL 

En d^autres termes,' a est pour la fonction 0 un point suigulier logetrith- 

mique, 

Ainsi, si I’on envisage les differents soniinets des polygoncs R, on recon- 
nai tra : 

I'’ Que les sommets qui font partie dfiin cycle de la premiere et de la Lroi- 
si^me categorie sont pour la fonction 0 des points ordinaires ou des poles ; 

2 ^ Que les sommets qui font partie d’un cycle de la troisieme sous-caU%ori 6 
sont des points singuliers logaritlimiques ; 

3« Que les sommets qui font partie d’un cycle de la quatrieme sQiis-cat(%orie 
sont des points singuliers d’une nature plus elevee. 


HI. — Z^ros et infinis. 

Nous aliens maintenant etiidler la distribution des zeros et des infinis de la 
fonction 0 . II est clair que, si un point z est pour cette fonction un. zdro ou un 


4 


ME MOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 1^9 

Infhii, il en sera de m6me de tous les points correspondant a js, c est-a-dire de 
tons les points . De cette facon, a tout zero contenu a Finterieur du poly- 

^ ^(iz -+- be- 

gone Ro, correspondra un zero contenu dans chacun des polygones R, et que 

nous ne regarderons pas comme reellement distinct du premier. De sorte que 
le noinbi'e des zeros et des infinis reellement distincts de la fonction @ sera le 
nombre des zeros et des . infinis contenus a rinterieur de Rq si la fonction 
n’existe que dans le cercle fondamental, et k rinterieur deRo + R'a si elle existe 
dans tout le plan. Je rappelle que R^ est le polygone symetrlque de Ro par rap- 
port an cercle fondamental. 

Cependant, quelques conventions speckles sont necessaires, si Ton veut pou- 
voir enoncer simplemeiU le resultat auquel nous aliens arriver au sujet du 
nombre des zeros el des infinis. II est d’abord evident qu’un zero double ou un 
inllnl double doit compter pour deux zeros ou pour deux infinis ; de m^me pour 
les zeros et les infinis multiples. Mais, outre les zeros contenus k I’intdrieur 
de Ro, il peut y en avoir qui se trouvent sur le perlmelre de ce polygone. Sup- 

posons qu’ily en ait un sur un cdtea&dela premiere sorte, lly en aura unaulre, 

correspondant au premier sur le edte conjugue deab. Ces deux zeros ne seront 
pas rdellemeut distincts et Ton ne devra les compter que pour un seul zero, ou, 
si Ton veut, on devra compter chacun d’eux pour un demi-zdro. Supposons 
maintenant qu’un sommet de la premlkre categorle soil un zero d’ordre f, es 
■ somutets qui font partie du m6me cycle seront au nombre de . par exemple et 
chacun d’eux sera un zdro d’ordre p comme le premier. Supposons quelasomme 

des angles qui correspondent k ces sommets soil f ; chacun d’eux appartiendra 

a It A- polygones dlfl'erents, de manikre qu’on devra en quelque sorte le partager 
entre ces n./c polygones et que la part du polygone R„ sera un zero d’ordre 
Il resulte de Ik que les differents sommets du eycle representeront seulement 

ce„e — a„ c. o. I’un d.s a.aos e. de. 

d. la daa„.„,e cald.aa.e e. appall . aa de la — 

aous-calegoale. Nous a,„ns ,» que si a es. uu pared somarel, la toacu.u 

pent se meltre SOUS la forme r gr. i 

(3 — 

2 / 7 : 

.p dU,„. uue foucuou holemorphe de e«»-« .’.uuulau. pour 


;s = a, 
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c’est-k~dire pour 

2/-7U 

= o. 

u = o sera alors un zero de la fonction ^(u). Supposons que ce soit un zero 
d'ordre p. Nous dirons alors que les differents sommets du cycle auquel appar- 
tient a repr(5sentent p zeros distincts de la fonction 0. 

Ge qui precede s ^applique evidemment aux infinis. 

Occupons-nous d’abord des infinis. La serie (5) devient infinie quand 
H (^ 7 ^^) devieat infmi. Supposons d’abord que la fonction 0 

n’existe qu’a I’interieur du cercle fondamental. Alors s- ne pent devenir 

infiiiij de plus, acliaque infini de H(s) inteneur au cercle fondamental corres- 

pondra en general un infini de Pun des h / ~ ) qui sera interieur a Ra. 

JJoac : 

Lc Tiojubre des ipfinis distincts de % est egcil ctu nombre des injinis de^L 
interieurs au cercle fondamental. 

Supposons maintenant que 0 existe dans tout le plan. 

A tout infini de H (^) interieur au cercle fondamental correspond un infini 
de Fun des H ) interieur a Rq. 

A tout infini de H (z) exterieur au cercle fondamental correspond un infini 
de Pun des H interieur a R' 

A Pint6rifiur de chacun des polygones R^. et par consequent a Pinl^Tieur 
de R'd, nous trouverons un des points — A qui sont pour 0 des infinis d’ordre 
am. II y a cependant une exception : les points — sont les diflerents points 
correspondants de IMnfinij la surface de I’un des polygones contient le 
point 00 et ne contient pas de point — le point oo n’est pas en gdndral un 

infini de 0. Nous supposerons, pour eviter cette difficulte, que le polygone R.'„ 
ne ooBitient ps le point oo et nous pourrons enoncer le resultat suivant : 

Le nombre des infinis de 0 oontenus a rinte'rieur de R„ + R;, e’est-a-dire la 
nombre des infinis distincts de 0 est egal au nombre des infinis de H aug- 
mente de 2 m. 

Passons k la recherche des ze'ros. Parmi eux, il y en a qui doivent d’abord 
attlrer 1 attention : je yeux parler des sommets de la premiere eategorie qui dans 
certains cas sont forcement des zeros d’ordre determine. 
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Soient a un sommet de la premiere categoric et son sym^trique par rapport 
an cercle fondamental. Supposons qii.e a fasse partie d^un cycle et qne la somme 

des angles de ce cycle soit^* L’une des substitutions de G 


sera 


Nous aurons 




ou 


( 8 ) 


e (/i ) (/i - a' )""* = e ( -2) (^ - 


Mais 




■A-^ -g— 
/,-a'- z-a' 


Remarquons de plus que nous pouvons developper 0 (s) {z suivant 

les puissances de de facon k poser 

e(^) {Z - a'P'" = e. (t^) =E ( J^)"’ 

L’(5quation (8) devient alors 

Cette identite exige qu’on ait 
ou bien 


Ap — o, 


ii'Kp imi% 


pj^m^o (mod A:). 


c’est-a-dire 

(9) 

Doncle ddveloppement de 0. ne contient que des termes dont I’ordre p 
satisfaitkla congruence ( 9 ). Si done k ne divise pas m, est un zero 

pour 0 , et par consequent pour 0. ^ 

C .6ro est d'ordre .» moins egal au teste de la divisioo de m (t - .) pat k, 
e. si I'ordre de ce .dto dilRre de ce teste e'est d'ua multiple de i. II J a 

exception dvidemment si a est un infini de 0. 

De mdme nous avons vu que les sommels qui appatnetment a uu cycle e 

ttoisiSme sous-eategotie seat, en gemt.l, des z&os de la fouettou 6. 
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Nous aliens maintenant cherclier quel est le nombre des zeros I'^ellem'ent 
distincts de notre fonction 0 et, pour fixer les idees, nous supposerons qii’il 
Skagit d’une fonction de la premiere famille. Soil q le nombre des infinis dis- 
tincts, soil p le nombre des zeros reellement distincts, e’est-a-dire le nombre 
cberche; soit maintenant j9o le nombre des-zeros situes a I’interieur de en 
laissant de c6te les zeros qui pourraient se trouver sur le perim^tre et sur les 
sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en gene'ral, qu’il n’y a pas de 
zero sur le perim^tre en dehors de ceiix qui sont sur les sommets; s’il y en 
avait, on n’aurait qu^a considerer les zeros situes sur les cotes comme des 
sommets s^parant deux cotes consecutifs du polygone situes dans le prolonge- 
ment I’lm de Fautre. Supposons maintenant que les sommets se repartissent en 
un certain nombre de cycles de la premiere categoric Cj, Co, .•*, C/, .... 
Supposons que tous les sommets dxi cycle C/ soient des zeros d’ordre pi et que 
la somme des angles de ce cycle soit ^ de telle sorte que Fensemble de ces 

zdros doivent ^tre comptes, d’apres la convention faite plus haut, pour zch'os 
distincts. On devra avoir 


pi-{-jn~o (modA/), 


P 



El 

ki' 


Le probl^me consiste a evaluer jDq- Pour cela il faut prendre Fintegrale 


(10) 



Qlz)dz 


le long du perim^tre de Rq. La par tie reelle de cette integrale sera nulle et la 
partie imaginaire s’dcrira 

aiTu(^o— ^). 


L’dvaluation de Fintegrale (16) presente ici une difficulte spdciale. 

En efiet la fonction sous le signe J devient infinie en divers points du con- 
tour dhntdgratiou, puisque nous avons vu qu’un certain nombre de soimnets 
de Ro etaient des zeros de 0 . On tournera cette difficulte en dderivant autour 
de chacun de ces sommets comme centre des arcs de cercle infinimeht petits, 
raccordant les deux cotes qui aboutissent au sommet considdrd; il faudra 
ddcrireces arcs de cercle a Finterieur de Rq, de facon k laisser les sommets en 
dehors du contour, puisque nous voiilons evaluer j^o, e’est-a-dire le nombre des 
zovQs interieurs 

Il faudra done ^valuer Fintegrale (10) : 

I® Le long des arcs de cercle infiniment petits decrits autour des sommets; 
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Le long des cotes de la premiere sorle ; 

3” Le long des cotes de la denxi^me sorte. 

II suffii'a d’ailleurs de calculer la partie imaginaire de Pintegrale, car nous 
savons d’avance que la partie reelle est nulle, et cette partie imaginaire n’est 
axitre chose que la variation de Pargument de 0. 

Supposons d^xbord qu’il s’agisse d’une function de la premiere famille, de 
telle facon que nous n’ayons que des sommets de la premiere categoric et des 
cotes de la premiere sorte. Soil 2 /i le nombre de ces cotes. 

Considerons d'abord tin des petitsarcsde cercle decrlt aiitour d'un sommet; 
supposons que ce sommet appartienne au cycle Q dont la somme des angles 
est ^ et dont tous les sommets sont des zeros d^ordre p/. Soil 1 Pangle du 
sommet considere. L’integrale prise le long du petit arc de cercle correspon- 
dant sera — / — ipfk^ prise le long de tous les arcs de cercle decrits autour 
des divers sommets du cycle, elle sera 

2Tr v/ — 1 

Enfin, Pintegrale (lo), prise le long de tons les arcs infiniment petits decrits 
autour des sommets de Rq, sera 



II reste k evaluer notre integrale le long des cotes de la premiere sorte 
Soient done at, V deux c6tds conj agues de Rq. H faut calculer 


J = 




0' dz 


_ _ d 


0' dz 


Soil [z, fi (;3)] celle des substitutions du groupe G qui change a' b' en ab 
Nous aurons, d’apriis ce qu’on a vu plus haut, 


e(/O = 0(=') 



ou 


Le(/£) = Le(3)-mL^- 


Done 


r0'(/D 

e'(4r)- 

(■)- 

L0(/<) 

e(-2). 

J L 


(■) 




N. E- N. 
25 
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II reste done a chercher comment varie la partie imaginaire de L ^ on Tar- 
gument de quand ^ varie de a' a V , 

Je rappelle que les cotes de Rq, ab^ a’ y sont des arcs de cercle; je vais 
mener anx points a, fe, V ^ les tangentes aux arcs de cercle ab^ a'b’] soient 
ac, be ; i'e' ces tangentes. Soient maintenant coi, toa, 0)3, 0)4 les arguments 
des qiiantites imaginaires (c — a), (b — c), — a')^ {U — &). 

Fi<;. 10. 



Supposons qu’on opere de la m^nne maniere pour tons les cotes du polygone 
curviligne Rq; on obtiendra un polygone rectiligne Pq de ^Ji cotes, dont les 
c6tes seront les tangentes menees aux cotes de Rq par les sommets de R© et 
dont les sommets seront ceux de Rq et les points tels qae c, d ] je ddsignerai 
simplement par les lettres c et c’ les angles du polygone Pq correspondent 
aux sommets c et d. Outre les sommets tels que c, le polygone Pq admet 

2/1 angles qui lui sont communs avec R^ et dont la somme 
relation 

Nous pouvons ecrire maintenant 

dfi 


arg 


dz 

dfi 


= toi — a>3, pour z — a ^ 




pour z = b\ 


partie imag. de J = — ;?i(w2— wi— W4 -4- (U3) 

C = COj — W2-+* '^5 
C' = 7 t — CO3 -h W4, 

partie imag. de J = m(c -4- c'— ‘itc) /— i . 

L’intdgrale (10) prise le long de tons les ctVtes de la premiere sorte aura 
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done pour valeur la partie imaginaire de ^ J ou b 

in^c — 1 nm'K i 


(4^1 — 


y/_ I — 2 t: /— I — %nm'K sJ— \ = (n— 1)277111 T 211: s! 


L’mtdgrale (to) se redult alor 


d’ou la I'elation 


[»(„-,) - 2 ^]’ 

^0= ^-+-/77(/t— I)—2 j Ti 


Ce nombre ip^ des zeros interleurs a Ro est entier a cause des congruences 

pi-\-m^o (mod A'/). 

Expriinons maintenant le aorabre p des zeros reellement distmcts, defmipar 
les conventions faltes plus haut; nous irouverons 

p = q^m{n-i-'2ijy 

Ainsi, I’exc&s du nombre des zdros dlstincts sur celul des infmis distincts ne 
ddpend que du nombre m, du nombre an des edt^s de Ro et de lasomme^-^ 

des angles de ce polygone. 

Cette somme satisfait a I’inegalit^ 

d’ou 

et par consequent p>q. L’expression (n — i — proportionnelle a 

la S du polygone Ro- ^ , 

Supposons maintenant que la fonclion 0 soit de la deuxifeme ou dela sixifeme 
famine. Nous nWns toujours que des ebt^s de la premiere sorte ; mais, 
outre les cycles de la premiere cat^gorie C,, Co, •••, Q, que nous avions 
rencontres dans le premier cas, nous aurons des cycles C'., C;, ..., G- de la 
deuxifeme categoric et de la troisieme sous-categorie. Considerons le cycle Ci; 
les divers sommets de ce cycle seront des zeros; je suppose d’aprfes la conven- 


MEMOIRE SUR LES FONGTIONS FUCHSIENNES. 


196 

tion faite plus liaut qu’ils coinptent pour hi zeros distincts. On aura alors 

(II) 

II faut evaluer Fintegrale (10) : 

I® Le long des arcs de cercle infiniinent petits decrits autour des sommets de 
la premiere categorie ; 

2° Le long des cotes de la premiere sorte; 

3 ° Le long des arcs de cercle infiniment petits decrits autour des sommets de 
la deuxieme categorie. 

La premiere partie de Pintegrale se reduit, comme plus haul, a — 2 7 t^ — i 
la seconde a 

Pour evaluer la troisieme, il suffit d’dtudier comment varic rargument de © 
dans le voisinage des sommets de la deuxieme categorie; ii cet ellet, il faut 
mettre la fonction © sous la forme 

[ 2 fTT a 


(<l> etant Palgorithme d’une fonction holomorphe), ce qui est possible, ainsi 
qu’on Pa Vu plus haut. On reconnaitra alors que cette troisi^jine partie de Liii- 

t^grale se reduit a — 2 tc y/ — i In. 

Il restera done, pour Pexpression de Pintegrale (10), 


d’ou 




m 

ki 



et 


jPo — ^ m(^Ti — 


0-2 


Pi-'r m 
ki 



p = q m 




Nous sommes conduits, pour Pexces du nombre des zeros distincts sur celui 
des infinis distincts, a la m^me expression que dans le cas prdeddeat* Cet excf**s 
est proportionn el au nombre 7 /i et depend en outre du nombre des coles du 
polygone Rq et de la somme de ses angles, ou bien encore il est proporlionncl 
a la fois k m et a la S de Rq. 

Supposons enfin que la fonction 0 soil de la troisieme, de la quatri^me, de 
ou de la septieme famille, e’est-a-dire existe dans tout le plan. 
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Nous aurons alors des c6tes de la premiere et de ladeuxieme sorte, des sommets 
de la premiere et de la troisieme categorie et des sommets de la deiixieme cate- 
goric appartenant a des cycles de la troisieme sous-categorie. Nous allons clier- 
clxer le iiombi'e des zeros et des iulinis distincts ; ce nombre sera defini comme 
precedemment. Gependant il y a une remarque a faire au sujet du nombre des 
infuils distincts ; ce sera en general le nombre des infinis interieurs a Ro 
ix mais une difficult^ se presentera si le point 00 fait partie de la region 
Dans ce cas il pent se faire que 00 ne soil pas un infini de 0 , mais que tons les 
transformes du point 00 par les substitutions du groupe G soient des infinis 
de 0 . Le nombre des infinis reellement distincts sera egal alors au nombre des 
infinis interieurs a Ro 4 - R'o Pour eviter cette difficulte, je supposeral 

que le polygone Rq alt ete cliolsl de telle sorte que le point 00 ne fasse pas 
partie de la r< 5 gion R^. 

Cela pos6 reprenons Pintegrale (10); il va falloir 1 evaluer le longdu contour 
de Ro, puis le long du contour de R^ et ajouter. Soient 2/1 le nombre des cotes 
de la premiei'e sorte 5 I celui des cotes de la deuxieme sorte , conservons d ailleurs 
les notations employees plus haut : po et q representeront alors le nombre des 
zdros et des infinis interieurs k Ro+ Rq* 

Il faut dvaliier Tintegrale : 

Le long des petits arcs de cercle decrlts autour des sommets de la pre- 
mic^re catdgorie ; 

2"" Le long des petits arcs de cercle decrits autour des sommets de la troi- 

si^me sous-categorie; 

Le long des cotds de la premiere sorte; 

4® Le long des cotds de la deuxieme sorte. 


La premiere et la deuxifeme partie de I’mtdgrale seront %ales k 

La Iroisifcme partie sera egale, comme plus haut, a la partie imagiaaire de ^ J. 

Construisons un polygone P. en men.nt, par les differents sommets deR.. 
des tangcntes aui cdles de la premiere sorle. Le polygone tectiligne ainsi 
oblenn aura 4n4-ic4les ; ses angles seront de dean sortes : les uns seront 
analogues au* angles que nous avons appelds plus haut c, 0 ; les auttes ui 
seront communs avec le. angles de R., mais pmmi eeu*-e. les uns, dont la 
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sommesera^^, correspondront anx sommets de la premiere categoric ; les 

autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la deuxieme categoric; 
les autres enfin^ qui seront droits et au nombre de 2 Z, correspondront aux 
sommets de la troisleme categoric; d^ou la relation 

^ ~ (4 ^ -H- ^ — 2)tu. 

Or on a trouve^ plus haut, 

panic ima^. cle^J = — 2n%] ; 


on aura done 

partie imag. J = 2'Kms / — 1 — i — ^ 

Appelons enfin 2 71 : 1 ^/ — i la partie imaginaire de I’integrale prise le long des 
cotes de la deuxieme sorte; nous trouverons pour I’integrale (10) prise le long 
de Ro : 

II faut prendre maintenaiit l integrale (10) le long de Supposons qiie, 

d apres les conventions faites plus haut, les sommets de la premiere catdgorie 

/ 

de Rq comptent zeros distincts et ceux de la deuxieme categoric 

pour^^^ hi zeros distincts. Nous trouverons pour la valeur de I’intdgTale prise 
le long de R^, en raisonnant coinme plus haut, 

ou en ajoutant les deux integrales 

- 0 - 5 ; ^ «. 

Mais, sip designe, comme plus haut, le nombre des zeros distincts^ on aura 

= /? o ^ -+"2 -^-2 

p = ^ 2 m — I — ^ . 


d’ou 


d’ou 
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Aiasi, I’exces du noinbre des zeros disLuicts siir celui des infiiiis distiiicts ne 
depend que du nombre m, du nombre 271 des cotes de la premiere sorte et de 
la soiiime des angles de la premiere categorle. 

Ce qxi’il importe surtoutde remarqiier, c'est que, dans tons les cas possibles, 
le nombre des zeros et celui des infiiiis distincts sont toujoiirs finis. 


IV. — Fonctions fuchsiennes. 


Si une fonction F (z) est uniforme, si elle se reprodult par toutes les substi- 
tutions d’lin groupe fuchslen G, de telle sorte que, si 


est une substitution de ce groupe, on ait identiquement 


si ciifin la fonclion F( 5 ) n’a qu’un nombre fmi cle zeros et d’mfmis reellemenl 
distincts, je dirai que cette fonction esl une fonction fuchsienne. Existe-t-d 
de pareilles fonctions? II est aise d en former. 

Considerons, en effet, deux fonctions thetafuchsiennes correspondant a un 
mdine groupe G et a une m^me valeur de I’entier m, leur quotient sera une 
fonction fuclisienne. 11 est aisd de gendraliser ce precede. Nous dirons que le 
noinbre m est le degre de la serie 0. Si nous envisageons ensuite un produit 
de plusieurs series telles que 0, le degre de ce inonome sera la soinme des 
dcgres de tous les facteurs. Si nous considerons un polynome entier par rapport 
ii diverses series 0, nous dirons que ce polynome est homogfene et de degre A* 
si LOUS ses tennes sont d’un mmne degre k; le quotient de deux polynomes 
hoinogimes de degres k et k' sera une fonction rationnelle homogene de 
de-re k - k'. II est clair que toute fonction rationnelle, homogene de degre o 
par rapport h diverses series 0, est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus 
tard comment toute fonction fuchsienne peat s’exprimer de cette iacon. 

Ouelles sont les proprletes des fonctions fuchsiennes? 

Les singularites sont les mimes que cedes des jonctions^ t leta- 
fachsiennes; nous avons par consequent des fonctions fuchsiennes n existan 
qu’h I’interieur du cercle fundamental et pour lesquelles toute la circonfer nee 
e cercle est une llgne singuli.re essentielle, et d’autres qui existent dans tout 
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le plan et dont les points singullers essentiels, silues tons sur le cercle fonda- 
mental, sont isoles quoique en nombre infini. 

2“ Le nombre des zeros distincts d’une fonclion fuchslenne F(^) est dgal 
a celul de ses infinis distincts; il est egal, d’autre part, an nombre des zeros 
distincts de la fonctlon fuchsienne F ( 5 ) — a, c’est-a-dire an nombre des points 
reellement distincts pour lesquels F(^:) prend la valeur a. En consequence, le 
nombre des points intdrleurs a Ro (on a Ro+R;) et pour lesquels F(z) 
reprend une mdine valeur est coiistcint et fitii. 

3“ Soient deux functions fuchslennes F(^) et F,(j) correspondant a un 
m^me groupe fuchsien G, et supposons que la premiere reprenne p fols, et la 
seconde fois, la mdme valeur a I’inlerleur de Ro ; je dis qu’il y aura entre F 
et F, une relation algebrlque. En effet, a chaque valeur de F correspondent 

valeurs de F, ; toute fonction symetrique de ces p , valeurs est meroniorphe en F 
pour toutes les valeurs de F finies ou infinies. Toules ces fonctlons symdtriques 
sont done des fonctlons rationnelles de F; done F, elle-meme est fonction 
algdbrique de F. c. q. r. n. 

4“ Considdrons maintenant toutes les fonctlons fuchslennes qui correspondent 
k un meme groupe G. Entre deux quelconques d’entre elles nous venous de voir 
qu’il y a une relation algebrlque. II suit de la que toutes ces functions s’expri-! 
meront rationnellement a I’aide de deux d’entre elles que j’appelleral x cl y. 
Nous aurons d’ailleurs entre x el y une relation algebrlque 

(0 

Quel est le genre de la relation (i) ou, ce qul revlent au meme, celui de la 
surface de Riemann correspondante ? Pour resoudre cette question, il faut se 
reporter au paragraphe VIII du Memoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe 
intitule Classification en genres; dans ce paragraphe, je supposais que I’on 
decoupait la region R„ (ou R«+ R'„), puis qu’on la repliait en la deformant 
de mani^re a recoller ensemble les cotes conjugues et a obtenir ainsi une 
surface fermee. Il est clalr qu’au point de vue de la geometric de situation la 
surface fermde ainsi obtenue ne diffkre pas de la surface de Riemann qui nous 
occupe. Il en resulte que le genre de la relation (i) est preclsement ce que j’ai 
appele, dans le Memoire en question, le genre du groupe G. Si done le 
groupe G est de genre zero, il en sera de meme de la relation (i) et, par conse- 
quent, toutes les functions fuchslennes pourront s’exprimer rationnellement 
k I’aide d’une seule d’entre elles que j’appellerai x- 
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On pent eviter ces considerations einpruntees a la geometrie de situation. 
C’est ce qiie j’ai fait dans un travail insere dans les Memoires de FAcademie 
de Caen (^), oii je determine le genre de la relation (i) par le nombre des 
cycles distincts qiie Ton pent falre decrlre au point analytique i^ais on 

est conduit ainsi a une discussion assez longue. 

5^ Considerons la fonctlon fuchsienne que nous venons d’appeler x et 
formons les deux fonctions suivantes : 


{ 2 ) ^ 1 - 

II est clair que Ton aura 


i d^{>\ 
Pi dx‘^ 


/ dx 


/dx 



y dz^ 


' dz 




d^x dx 




I <3?^ <^2 _ 

^ dz^ dz 

d~j) _ 



P2 dx‘^ 


\dz) 


On v^rifie aisement que le troisifeme membre de cette double egalite est une 
fonction fuchsienne de ^ : c’est done, d’apr^s ce que nous venons de voir, une 
fonclion rationnelle de x et de_y, que j’appellerai ts{x.,y)- 
Les deux int(^grales de F^quatlon lindaire 

(3) g = 

sont done 

p = Pl, P = ^2* 

Ainsi la consid&rtion de la fonction fochsienne * pemet d’inlegrer Equa- 
tion lin&ire (3) dont les coetf.cienu sont des fonctions rationnelle. dn point 
analjtique (*,r). On voit qne Invariable indCp.ndante ai s'exprime par une 
fonction fuchsienne de a, c'e.t^-dire du rapport d.s intdgrales Qu.nd 
connait cette fonction fuchsienne on en dCdnit les intCg^le. elles-meutes 
ii I’aide des formules ( 2 ). 

Dans le cas particulier oii le groupe G est de genre zto. 1 equation ( ) 
pourra s’dcrire 
(3 6») 

fcfir) dtant une fonction rationnelle de or seulement; dans ce ^s, en effet 
‘ venons de voir que toute fonction fuchsienne s’exprime rauonnellemen 


(!) Ce Tome, p. 

H. P. - II. 
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Cherchons maintenant quels sont les points singuiiers de Pequation ( 3 ) et 
comment se comportent les integrales dans le vo is inage de cliacnn d’eux. 
En general, les integrales seront des fonctions liolomorplies de X ; il y aura 
deux exceptions qni nous donnent deux sortes de points singuiiers : 

1° Pour les points singuiiers de la relation (i), y cesse d’etre fonction 
liolomorphe de et il en est de meme des integrales et oiais et 
restent fonctions holomorphes du point analytique (^‘5 j)- Nous n’avons done 
pas ainsi un veritable point singulier. 

2^^ Pour les points {x^y) qui correspondent aux divers sommets du poly- 
gone Rq. Dans cette seconde espece de points singuiiers, nous distiii* 
guerons : 

1° Ceux qui correspondent a des sommets de la premiere categorie. Dans le 
voisinage d’un pared point singulier, les integrales de I’eqitation (3) sont 
re'guli^res^ pour employer Pexpression de M. Fiichs. Si nous fornions main- 
tenant Pequation determinante correspondant a ce point singulier, la difK« 
rence des racines de cette equation est Pinverse d’un nonibre entier. En ellet, 
le point singulier correspond a un soinmet de Ro qui fait partie d’un cycle 

de la premiere categorie, et la somme des angles de ce cycle est egale li —1 
p etant un nombre entier; on voit aisement que la dillerence des I'acines de 
Pequation determinante est precisenient -• 

Dans le cas particiilier oii le sommet de Rq envisag'd apparlient a un cycle 
de la premiere sous-categorie, on a p = i , d’apres la definition mdine de cette 
sous-categorie. Par consequent, la difference des racines de Pequation ddter- 
minante est Punite. Un semblable point n’est done pas un point singulier* 

2 Conside'rons maintenant un point singulier qui corresjionde lui sommet 
de Ro appartenant a un cycle de la deuxieme categorie. Ce cycle sei'a de la 
troisieme sous-catdgorie, piiisque, d’apres ce que nous avons vu plus haut, 
on pent toujours supposer qu’il n’y a pas de cycle de la quatrii^uaie soiis- 
categorie. Formons Pequation determinante correspondant a un pareil point 
smgulier; les racines de cette dquation seront egales et les integrales de 
Pdquation ( 3 ) seront logarithmiques , mais regulieres, 

Il faudrait envisager enfin les points analytiques qui correspondent 

h des sommets de la troisidme categorie, mais on reconnaitrait aisement que ce 
ne sont pas des points singuiiers. 
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Ell resume, les intdgrales de reqiiation (3) sont partoiit regiilieres et [si on 
laisse de cott? les points singuliers de la relation (i)] le no mb re des points 
singuliers de Pequation dilFereiitielle (3) est egal a celiii des cycles de la 
deuxi^vnie ou de la troisieme sous-categorie que presente le polygone R 0 
(on les deux polygenes Rq et Rq). 


V. — Premiere famille; genre z6ro. 

Aprilis avoir etudi^ les propriet^s des fonctions fiichsiennes en general, 
nous allons nous occuper, separeineiit, des diverses families et des divers 
genres entre lesquels se repartissent ces fonctions; nous commencerons par 
I’etude spdciale des fonctions les plus simples; celles de la premiere famille 
et du genre 

Je rappelle d’abord quelle est, pour de semblables fonctions, la forme du 
polygone R„. Les cdtds sont tons de la premiere sorte et an nombre de an; 
les coles de rang pel 2 n + i~p sont conjugues et, par consequent, congruents. 
Les cycles sont au nombre de w + i ; deux d’entre eux ne contiennent qu’un 
seul sommet, le premier le sommet de rang i ; le second le sommel de 
i-ano' ri + I . Les n — i autres cycles sont formes de deux sommets, a savoir 
des^ommets de rang pet2n + 2-p. (C’est I’exemple II du paragraphe VII 

du Mdmoire sur les groupes fuchsiens.) 

Un cas parliculier remarquable est celul ou le polygone Ro est symdtrique 
par rapport h Tare de cercle qui coupe orlbogonalement le cercle fondamenlal 
et qui joint les sommets de rang i et /i + i • Je dirai alors simplement que ce 
polygone est symetrique. 

Dans le cas qui nous occupe, le genre est egal k o, el par consequent toutes 
les fonctions fuchsiennes s’expriment rationnellement k I’aide de Tune d’entre 
elles, que j’appellerai on bien /(.)• Cette condition ne daermme pas 
complfetement la fonction x = f{s). Si, en effet, toutes les fonctions 
fuchsiennes s’expriment rationnellement k I’aide de a., elles s’expriment aussi 
rationnellement k I’aide de a, ^ c, ^antdes constantes quelconques. 

II faut done, pour definir complktement la fonction x =/(s), s imposer encore 
trois conditions. Voici celles que nous choisirons. Soient a., a„ es 

sommets de rang i , 2 et ra + 1 ; nous supposerons que 1 on a 
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La fonction J{z) sera alors entierement determlnee. A Pegard de cette 
fonction, je remarquerai ce qui suit; Si le poljgone R, est symetrique, la 
fonction y(^) est reelle et positive sur tout le perimetre de ce polygone. 

J’appellerai a,- le sommet de rang t; ce sommet formera avec a.^n+i-i un 

cycle dont la somme des angles sera^» p; etant un nombre entier. Enfin je 
poserai 

Cli — O, CL^ = I j CCfi^i = 00. 

Pour ^ = at, les p,— i premieres de'rive'es de f{z) s’annulent de sorte que le 
developpement de/(;s) est de la forme 

f{z) — at b^{z — H-. . . . 

Pour ^ ,/(^) est un infini d’ordre , de sorte que le developpement 

de /(^) est de la forme 


/(2) = 


{z a,;H.i )Pn+< 

Nous avons vu que si Ton pose 


{z — a„+i)P»+i+i 



la fonction p ainsi ddfinie satis fait a une Equation 


(3 bis) 


d^v 


^tant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction y (a:) ? On trouve 
ais^ment ; 

9{;r) = - P(ai) 

{x-a^f-{x — a^Y...{x-any. ~ Qs(a;}’ 

Q {x) etant le produit (a; -a,){x-a,)...{x- a„) et P(;r) etant un polynome 
en X de degr^ 2 — 2 . 

Le polynome P(a?) doit satisfaire aux conditions suivantes : 


Nous ddsignons par la notation Q'(a;) la ddrivde de Q(a;). De plus, le coeffi- 
cient de dans P(;r) doit dtre egal a 


I 4 4K+J’ 

Voilk done n + 1 conditions ndcessaires auxquelles doit satisfaire le poly- 
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noine ?(.«) pour que I’equation (3 bis) soil iutegrable de la facon que nous 
avoirs dite. Ges conditions ne sont pas suffisantes. En effet, le polynome P(a;) 
clant de degre zn — a, d reste dans ce polynome n — 2 parametres arbitraires ; 
mals, dans ces n — 2 parametres, qui sont des quantites complexes, je dois 
disliriguer les parties reelles et imaginaires de telle facon qu’ils equivalent 

2 / 2 . 4 parametres reels. Or, combien avons-nous de parametres arbitraires 

dans le groupe G? Le groupe G est definl par un polygone Ro de an cotes. 
Pour ddfinir un pared polygone d faut, en general, 4« — 3 conditions. Mais 
notre polygone n’est pas quelconque : en effet, les cdtes conjugues doivent 
etre congruents, ce qui fait n conditions; la somme des angles des divers 


cycles doit 4tre respectlvement dgale a ce qui fait n + i 

conditions. II reste done, en tout, dans notre groupe G, an — 4 parametres 
arbitraires. Dans notre fonctlon au contraire, nous avons an — 4 para- 

metres qui restent arbitraires dans P(ai); nous avons en outre, dans Q(a;), 

ji 2 paramfetres complexes arbitraires, h. savoir a,, «<, cela equivaut 

k 2 n — 4 paramktres reels. Done, dans la fonction o(a;), d y a an — 4^para- 
mbtres arbitraires de plus que dans le groupe G. Done, pour que I’equa- 
tlon (3 bis) s’intkgre de la faeon que j’ai dite, d faut, outre les conditions 
dnonedes plus haul, que an - 4 autres conditions soient remplies. Ces condi- 
tions sont transcendantes et trks compliquees; leur etude trouvera place dans 

un autre Mdmoire (’). . , . j- 1 

Supposons malntenant que Ton se donne n,, ..., a«, c est-a-dire es 

points singuliers de Pequation (3 bis), q{x) sera determine et d nous restera 
les an -4 paramktres de P(a;). Le nombre des paramktres res tes arbitraires 

est alors prdclsdment le nombre des conditions k remphr. Dans une question 

oil n’entreraient que des fonctlons algdbriques on des transcendantes simples, 
plai. ooncL. de 1. ,u. Ion p.uUoojours dhpo.ee de oeepae.»e„ee 
pout satistaire J ces condiliom, et par conseqoeal qu d extsle toujmrs on 

M^molre ulterieur ('). ' 

Sar le. «» 4,«Uiee. leealre. («» -no.nmanc.. P- 

loin). 
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Dans le cas particuher on le polygone Ro est syme'trique, les points singu- 
liers a., ainsi que les coefficients de P(^), sont reels. 

Dans le cas plus particulier encore on n = a, I’dquation (3 bis) se ram^ne 
aisement a 1 equation hypergeometrique de Gauss. De plus, nous avons 

‘in — 4 = 0 . 

de telle sorte que le nombre des conditions transcendantes dont il a dt^ question 

p us haut est nul. Alors, pour que a; soit fonction fuchsienne du rapport des 
int^grales, il faiit et il suffit que 


4 V Pi/ 

et que le coefficient de dans P(a;) 

— iO-jf). 

pi 5 p 2 ? p3 etant entiers. ^ 

Etudions maintenant les functions thdtafuchsiennes. 

^ Soit 0(^) une fonction thdtafuchsienne jouissant de la propridte' caractdris- 
tique 

®(Yb + ei) = ®0)(r*-5 + 

Repreaons k fonction fuchsicnno /(n) et sa d&iv^e /'(^), il eslclair 
que la fonction 

%{z) 

^ra une fonction fuchsienne et par consequent une fonction rationnelle de ir. 
^ous avons done pour Pexpression generale des fonctions 0 {z) : 




F dtant Palgorithme d’une fonction rationnelle. 

Parmi les fonctions thetafuchsiennes, nous avons vu qu’il y en avait de deux 
espfeces : les unes devenant infinies, les autres ne devenant pas infinies k 
i int^rieur du cercle fondamental. 

Quelle sera 1. forme gtodrale de celles de la seconde espioe ? L'einret- 
sion (i) ne doit devenir infmie pour aucune valeur de X., Dans ce cas F {x) 

ne pourr. devenir infini ,ue si | devient nul, e’eskj-dire si , vient en I'un 

des.points singuliers fT = a, , a; = aj, . . . ^ ^ 
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II suit de la que I’on doit avoir 

(dxy^ , 

^p{x) designant un polynome d’ordre p. Exprlmons inaintenant que 0 (^) ne 
devient infmi ni pour ni pour a? = 02, .••, ni pour a; = a„, m pour 

x = CO] il viendra 

Ces n4- 1 illegality sont compatibles. 

Ces iu^galites ne permettent pas de donner ap des valeurs aussi grandes que 
Ton veut, de sorte qu’il existera toujours un nombre q tel que I’on ait constam- 
ment p<q et que les indgalites ( 3 ) permettent k p d’atteindre la limite q — i- 
Supposons le nombre m donn 6 ; le nombre q sera alors detennine, et il est 
clair qu’entre q fonctions thetafuchsiennes de la seconde espece, il y aura 

toujours uiie relation, lin^aire identique. 

Si Ton se rapporte a I’expression que nous avons donnee de ces transcen- 
dantes dans le paragraphe I, on verra qu’il y entre une fonction rationnelle 
H (3) renfermant un nombre infmi de paramktres arbitrages. Il suit de la qu il 
y a une infinite de fonctions rationnelles H telles que la serie thyafiichsienne 

correspondante soit identiquement nulle. 

Il existe done une infinite de relations identiques lineaires entre ces series 

thetafuchsiennes. Nous les etudierons plus loin. 

Revenons a I’expression (2). Jusqu’ici nous avons suppose que les nombres 
m X, 'Aj, ••• quiy entfent dtaient entiers. S’ils ne I’^taient pas, la fonction 
drfmie par cette expression ne jouirait plus de la propridtd fondamentale des 
fonctions thetafuchsiennes, mais elle pourrait rester uniforme. Pour cela 1 
suffit que les nombres 

OT(P,— i) — X.-Pi 

et ' 

l) SX|P,14-1 

soient entiers. 

Il est clair que les i Equations 

ou les s sont des nombres entiers donn^, fourniront toujours des valeurs pour 
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les X et pour m, car ce sent des equations lineaires dont le determinant n’est 
pas nuL 

Supposons done que, dans les equations (4), on donne a tons les e la valeurz^ro 
excepte a e^-auquelon donne la valeur i. Portons ensuite dans Pexpression ( 2 ) 
les valeurs de m et des 1 tirees des equations (4) et remplacons dans cette 
meme expression 9^ par une constante. Nous aurons defini une fonction 
qui est holomorphe dans tout le cercle fondamental, et qui n’a d’autres zeros que 
le point et les points correspondants. Tons ces zeros sont d’ailleurs simples. 

Ces fonctions , Xo, . . . , , dont le role est tres important, ont 6t6 

decouvertes par M. Halphen dans le cas particulier de = 2 . On pent trouver 
entre elles et^ certaines relations interessantes. Gonsiderons en efFet les series 
X| et X^i^, . Soient mi et les valeurs correspondantes du nombre m, Ces 
valeurs seront fractionnaires, 

Soit, en efFet, Y une fonction uniforme quelconque susceptible d’etre mise 
sous la forme 


(2 bis) 


\dz) (x — ai — ^2)^= ... (a? — ’ 


K designant un facteur numerique. Cette fonction n’a d’autres zeros ou infinis 
que les points a^, a 2 , et leurs correspondants. Supposons que ces 

zeros soient respectivement d’ordre y^, ? y/^+^ ; il va sans dire que, si cLi 

par exemple etait un infini, y/ serait negatif. On aura 

Y = KXTXI^..XJ4V^ 

K etant un facteur numerique. On aura, en particulier, 

2; = K,X^X-fr, 

et 

^-a,= K,X?'-X-|rS 

les K, dtant to uj ours des facteurs numeriques : d’oii les relations identiques 


Nous avons exprime les’ fonctions thetafuchsiennes de deux manieres tout 
a fait difF^rentes : soit par la serie (5) (§ I), soit par la formule (i) de ce para- 
graphe . 

Nous savons done a priori qu’il existe une infinite d’identit^s de la forme 


ou H et F sont les 









algorithmes de deux fonctions rationnelles. 
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Ecrire effectivement ces identites et en particulier reconnaitre dans quel 
cas la fonction F est identiquement nulle, tel est le probleme dont il s’agit 
maintenant de donner une solution aussi complete que possible. 

Mais, pour y arriver, il est necessaire d’avoir recoups a des considerations 

d’un ordre un peu different. 

Jusqu’ici nous avons toujours regarde le nombre m comme positif; sup- 
posons-le maintenant entier, mais negatlf. Considerons en particulier 
fonction suivante : 


Je suppose que h est un entier positif ainsi que les exposants p.,, pa, • - •, 
et que ces nombres entiers satlsfont, ainsi que le nombre p des facteurs du 
denomiiiateur, aux inegalltes suivantes : 




D’apriis ces inegalltes, la fonction A{s) ne pent devenlr infinie que si I’un 
des facteurs du denominateur s’annule. Il en rdsulte que les infinis de cette 
fonction sont tons simples etqu’ils sont compris dans I’une des formules 

a/gi -h p/ cLiZi-\- P/ ^ ^ ^ 


ou 


represente une 
Posons 


des substitutions du groupe G. 

F(g) = . . . [/i^) - 


et 


[/(g) -/(>)] U\Z) -/( 52 )J . . . [fK^)-J\^p)\ 


Ai 






de telle sorte que 

j At -h Ai -H...-hA,, = Oj 

] Ai p{zi)-^Ai p{Zi)-V-...^Ap- A{zp) = o, 

( 7 ) { 

I Ai /P-‘ ( ) + Aj/f'® (, sj) -t- . • • + ) = °> 

\ AJP-'{zi)-{-A%fP-^{3t)-^----^A,,fp-'-{zp) = i. 


H. P. 
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Le residii correspondant a Pinfini 


sMcrira 


Pz 


F(-sa-) 




II en resulte que Ton aura identiquement 


( 8 ) 




A/c F {zk) (Y/'^/.-'+- 


G(z), 


G(z) designant ime fonctlon holomorphe a rinterieiir du cercle foadameixtal, 
Pius generalement, si est ime fonction ratioiinelle de -g iPayant pas 

d’infiiii interieur au cercle fondamental, on aura 


( 9 ) A(^)o(3)=y y 


Aa-F(^;,) 






8 / 




G(z). 


yi^k‘ 


Je dis que, dans les formules (8) et (9), la fonction holornorphe G (^) est 
identiquement nulle. 


PREMIERE DlilMON STRATI Ojy. 


Considerons un cercle G ayaiit pour centre Forigine et pour rayon rj con- 
centrique par consequent au cercle fondamental. 

Envisageons les differents polygones R/ qui sont, tout entiei*cment ou en 
partie, a rinterieur de ce cercle. 

L ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S iie dependant 
que du rayon r du cercle G. Gonsiderons rintegrale 

J ■ z — X 

prise le long du contour de cette- figure S. Le tlieoreme que j’ai tmoncd 
pourra etre regarde comme dernontre si j'etablis que cette integrale lend 
\ers 0 qiiand r tend vers i, c’est-a~dire vers le rayon du cercle fondamentaL 

Pour cela je vais faire voir ; 

I" Que le perimetre de S reste, fini, quel que soit r ; 

^ Que le module de la fonction sous le signe J reste plus petit qiPune 
certaine quantite M quand la variable reste sur le contour d’integratiou ; 
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3“ Que M tend vers o quand r tend vers i . 

En vertu du lemme IV du paragraphe I, le nombre des polygones R/ qui 

sent en tout on en partie int^rieurs an cercle G est plus petit que 

]NJ — -IL -4- Q;), 

4=^ 

0 - el 1 etant des quantiles constantes et R etant defini par 1 egalite 

I 

gsR+r' 

Done, a fortiori, le nombre des c6tes de S sera plus petit que 2 «N. Gon- 
siderons Tun de ces colds appartenant k un polygone R; etsoient k la longueur 
de ce c6td, k celle du cdtd correspondant de Roi soil enfin [z, gj 

celle des substitutions de G qui cori’espond a R;, on aura 

H etant la plus grande valeur que puisse prendre 

mod 

quand la variable z ddcrlt le cote Id- 

Supposons que le polygone R„ soil tout entler conienu dans un cercle 
ayant pour centre I’origine et pour rayon 

giA_l 

-h I 


En vertu du lemme V du paragraphe I on aura 




-h e- 


-2R- 


Soil L le plus grand cold de Ro- Ee pdrimdtre de S sera plus petit que 

anN.H.L 

ou a fortiori que 

' 0“ 

II sera done fini. ^ ^ 

Nous devons evidemment supposer que ^ ne se trouve sur aucun des con- 
tours d’integration. La fonction ^ est alors une fonction rationnelle bien 
determlnee et ne devenant infmie pour aucune des valeurs de la variable 
siluees sur les divers contours, d’intdgration. On pent done aisdment trouver 
une limite supdrieure M, que son module ne peut ddpasser- 



2i2 
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Nous pourrous supposer aussi que la fonction A (5) ne devient pas iiifmie 
le long dll perimetre de Rq et nous pourrons trouver une liniile siiperieiire 
que son module ne pent depasser quand ^ decrit le contour de Ro* Mais on 
aura identiquement 

■+■ 0// (Tz.-5 -H 

On en conclut que, quand z decrit le contour de S, le module de A(^) 
est plus petit que 


et celui de la fonction sous le signe J plus petit que 

D’ailleurs, quand r tend vers i, M tend vers o, puisque M^ et M2 sont cles 
constantes et que H tend vers o. 

Le th^or^me enonce est done demontrd. 


Posons 


deuxieme d^:mowstratio]v. 


^(• 2 . «) = 2 ^, 


/ g/g + pA 

0// r 

__ ( Y/« 0/ * 

y/a H- S/ 


Si, dans cette expression, on i-egarde z comme une coiistanle, (s, a) sera 
une fonction thetafuchsienne de a. Supposons d’abord que z et a soient to us 
deux intdrieurs au cercle fondamental ; cette fonction thdtafuchsienne ne 
deviendra infmie que pour a = z el pour les points correspondants, e’est- 
k-dire pour f{a)—f{z). Le residu correspondanl k I’infini z = a sera dgal 
a — ip (^). On aura done 


(10) 


-)- F.(^)cp(^) 

/(2)-/(n) F,(a) 6,,[/(4:}][/'(5)]/*' 


Dans cette expression (lo), F,(a) ddsigne le produit suivant : 

[/(«)- «i^[/(a) — aj]L . .. [/(a) _ 

®?[/ («)] ddsigne un polynome entier de. degre q en /(a) dont les coefficients 
peuvent ^tre des fonctions de z. 


m 


MEMOIRE SUR LES FONCTIONS FUGHSIENNES. 

Enfm les nombres I,,!,, ... An 9 doivent satisfaire aux inegalites (3) 

Oa voit ais^ment en effet que telle doit ^tre la forme de toute fonction 
thetafuchsienne de a n’admettant aucun infini distinct de 1 indni cc ». 

En comparant les inegalites (3) et (i i), on trouve 

g<p. 

Je me propose maintenant d’etabllr I’egalite ( 9 ) en montrant qne G{z) est 
identiquement nul, c’est-a-dlre de demontrer 1 identity 

<P (^) A(^) =2, [/(I/!)]/-* 

1 

on bien 

<0 A(^) e,[/(^)J l/'C^)]" 

Nous pouvons simplifier le secoud membre en supposant qu’on a 

X,-= (1,-. 

Si cela n’avait pas lieu, on multiplierail F, {a) et 6 y[/ (a)] par 
[f{a) — ■“ ••[/(“) ~ 

Le degre du polynome 9J/(a)] serait alors augmente, mais il resterait 
inferieur ay). 

On peut done toujours supposer 


et, par consequent, 

lout en continuant a supposer 


X/ = |.ii, 
F(z) = Fj(a), 

P>9- 


L’identit(5 k demontrer se simplifie alors et s ^crit 

„ A* F(2:)<p(.s) V A./C Og[/(g<;)] F(i;)?(i!) 

2i/,/(^)-/(^7) [/'(s)F ”■"*/(«) 

Si nous posons maintenant 

flg[/(^A:)1 — _ P[/(4:*)], 

/(^)— /(^*) 

P reprdsentera un polynome enf{z,) dont le degr^ sera egal a ^ - 1 et ne 
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pourra/par Consequent,' surpasser p - 2. L’identite a demontrer se reduit 
alors a 

= 0, 

et, sous cette forme, elle est evidence en vertu des relations (7). Le theor^me 
^noncd est done encore d^montr'e. 

- Cette seconde demonstration nous conduit tout naturellement a un theorisme 
important relatif aux fonctions thetafuchsiennes de seconde espece. Soit 


(l2) 


2 H / J 




une sene ou H est I’algorithme d’une fonction rationnelle n’ayant pas d’infini 

a 1 inteneur du cercle fondamental. On a vu que cette serie represente une 

onction thetafuchsienne sans infini et peut etre egale'e a une expression de la 
lorme 

F(z) ’ 


(i3) 




* 4 - 1 . 


6,_. etant un polynome de degre en /(^) et ^ eiant le plus grand 

nombre entier satisfaisant aux inegalites (i i). 

Toute expression telle que (i 3 ) peut s’exprimer lineairement k I’aide de q 
d entre elles ; done toute expression telle que (i 2) peut s’exprimer lineairement 
■ 1 aide de q d’entre elles. Mais on peut faire deux hypotheses. 

Ou bien toute expression telle que (, 3 ) pent 4 tre mise sous la forme (12) et 

a ors toute.expression telle que (12) ne pent s’exprimer lineairement ii I’aide 
de gr — 1 d’entre elles. 

Ou hien il n’est pas possible de mettre toute expression (i 3 ) sous la 
orme (12X et alors toute expression telle- que (12) peut s’expriiner line'aire- 
ment a I’aide dtq-i d’entre elles. 

Cette deuxi^me hypoth^se doit ^tre rejetee. 

Supposons-la, en effet, satisfaite et soient 

^ 2 } . . ^q—\ 

les ^ — I fonctions telles que (12), k I’aide .desquelles toutes les autres s’ex- 
priment Imeairenaent. 

Soient maintenant 

' 22 ? . . . , Zq 

q valeurs quelconques de .s. On pourra toujours trouver q nombres 

.. . .. ,A2, . ' Kff . 
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satis faisant aux conditions 

Ai ©1 (^i) H- As 01 ( 22 ) -4-. • 01 = 0, 

Ai ©2(21) *+- As ©2(22) • .4“ ©2(2^) = o, 



Al ©^-1(21) 4 - As ©^-1(22) • . 4 - Agr ©^-1(25^) = o. 

On aura alors, quelle que soit la function H qui entre dans I’expression (12), 




• 2 {/i+l) = o. 


Soit { z une substitution quelconque du groupe G ; on demontre 

\ ^ Y ;3 0 / 

aisement I’identite suivante en reprenant la fonction <!> (5, Zh) defmie plus 
haul et y faisant cp (s) = I : 

\ + 0 / , a. \ 12^+1 > 








f cCjSk-^ ^ 

Y/' 3 a- 4 - 6/ / 


H(s) etant I’algorithme d’une fonction rationnelle ne devenant pas mfinie a 
I’interieur du cercle fondamental. 

Posons maintenant 

A(2) = Sx-Aa:4>(2, 24.). 


Des formules (i 4 ) et (i 5 ), nous deduisoiis 


^ - (T-s + = °- 


Comme cela a lieu quelle que soit la substitution qu’on ait 

choisle dans le gronpe G, il faudrait qu'on cut 


F(t) etant rationnel en a:. 

Mais A (z) n’aurait que q infinis distincts, , -2, • • • ) •=?• 
voir qu’une fonction de la forme (g)"'F(a.) doit toujours avoir plus de 

q infinis distincts. 


memoire sue les fonctions fuchsiennes. 

Done faile au debut est absurde. 

Done toute enpres*!”” do la forme (.3) pent lonjo.u, etre nuee sons 1. 
'"Do'n^'tonte fonclion de la forme (.) pent tonjours Stre exprnndc par nne 

seriedelaforme{5)(I,p.>Sa),pourvuqne m>i. 

Comment m.lnt.nant, dtan. do.mde nne sdrie de la lormo (a) (1). ponrrous- 

nouslamettreelfectivementsous la forme (.)? 1 1 

On dome une serie 0(e) de la forme (5) do p.ragraphe I, ct .1 s ag.l de la 
mettre sous la forme , 


Nous conualssous d’abord les lufinls de ©(.) et les residus eorrespondants ; 
mais cela ne suffit pas pour determiner complbtement F(») ; il reslo dans cette 
fonctionrationnelleun certain nombre de coefficients indetermines. On pent 

d’abord calculer un nombre suffisant de valenrs de la sene ©( 5 ) pour avoir 
des equations qui permettent de daerminer ces coefficients. 11 est plus simple 
d’opdrer de la maniere suivante. Considerons la tonction 


Elle devient infinie, non seulement quand ©( 5 ) est inlmie, luais (piand 

est mil, e’est-a-dire pour 


On developpera alors la serie © ( 5 ) p>"««itnces croissantes 

de s — af et I’on calculera les coefficients dc. Unites les puissauei's negatives. 
Quand ces coefficients seront conniis, ainsi quo les premiers coclbeicnts du 
ddveloppement de x suivant les puissances dc s a;, la lonctioii b (.'/,) sera 
aussi connue. 

Mais pour trouver ces coefficients eux-mdines, il fact calculer uu certain 
nombre de valeurs de la serie 0(s) et de series analogues. 11 est pourtant des 
cas oil cette difficulte peut etre evitee. 

Reprenons la fonction 

/ dx\-^^ F(r3) 


di 1 [f{z) , 




m 


A{2) = 
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qiie nous avons eLudiee plus haul; nous avons demontre I’identite suivante : 
/„x A/,F(-sa.) 

Diirex'entions cette identite 2/1 + i fois par rapport k il viendra 


I A. 


^ ^ A4. b ( 

^Z 4 iZl,[f(z, 


kk'F(Zfc) (yiZfc-h 0/)~2{/^+l) 


le second membi'e pent s’ecrlre 


/ (XiZ/c -+- ^ 

V T^-^A'+o// 


,V V ^/c'P(^A-) (yiZ — CCj) 

jLjii^/,[f'(z/,)y^+^ { — §/ 5 H 


— J 


Remarquons que, si, dans le groupe G, nous avons la substitution 
/ 2 ££jil|.A , nous aurons egaleinent la substitution inverse (5, 

G’est-a-dire que I’expression precedente pent s’ecrire 

2 di 2 dk\f'{z,)y^^^ / 

Le second membre de ridentite (16) est done une serie de la forme ( 5 ) 
(I, p. (82) ; il reste a mettre le premier membre sous la forme (i). C est la un^ 
calcul qui ne prdsente pas de difficultes. J’en indique le res ul tat dans le cas 
de h = i et dans celui de h= 2. Soil 

AW = (g)-\.(«), 

et soient A, , Aj, ... les ddrivees successives de Ao par rapport k x. Reprenons 
inaintenant I’equation 


(3 bis) 


■ = 


el soient®,, cp„ . . . les deriv(ies successives de o par rapport k a;. On aura, 
dans le cas de /i — i , 

(17) 

et, dans le cas de /i — 2, 

.fdxy 

(18) = (A 3 — aoAaf — SoAjifi - i 8 A,Y 2— 4A-o-f3 + 64 Ai<p'-+ 64 Ao 9 ?i)(^^^j ■ 

^ dz‘^ ^ 

On pent trouver une iufinitd de relations analogues k la relation ^6) par 
H. P. - 11, 
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divers precedes; par exemple ea differenliant cette relation par rapport anx 
divers param^tres , ^ 2 ? • • • ? 

Je vais maintenant poser un dernier probleme. que je ne resoudrai que 
partiellement- 

Consid^roas la serie (5) (§ I), 


SH 




( -H S 






elle d«ipend de la fonction rationnelleH et je la representerai pour cette raison 
par la notalion 

^ 0[z, H]. 


Comment faut-il choisir la fonction rationnelle H pour que 0 soit iden- 
tiquement nul? 

La solution complete de ce probleme serait sans doiite tres compliqm^e; 
mais on pent s’aicler, dans chaque cas particiilier, des considerations suivantes ; 
Si Lon a identiquement 


on aura dgalement 


0(5, H,) = e(^, H2)==0, 
0(5, HiH- Ha) = o. 


2® Si la fonction rationnelle H pent se dt^velopper en une sdrie convergente 
de la forme suivante : 


. (S) /caHa-H- . .“H . . 5 

ou /fa, • • • 5 sont des coefficients constants et ou Hi , Ha, . • • , H,^ sont des 
fonctions ratio nnelles telles que 

0 ( 5 , H^i) = 0 , 

et si la sdrie (S) est convergente toutes les fois que z est intdrieur au cercle 
fondamental, on aura identiquement 

0 ( 5 , II) = o. 

3® Si Ton a identiquement 

0(^, II)=o, 

et si, (z, <l^signant une des substitutions de G, on pose 

on aura identiquement 

0(-5,Hi)=O. 
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Ell effet, posons pour abreger 

^77^37=-^'-^"^’ 773ry-/‘W’ 

la s^rie (5) pourra se mettre sous la forme 


1 29 — CX 


Remplagons maintenant ^ par/i(^) dans Tequation identique 


il viendra 


©(z, H)==o, 


ce qui d^moatre I’identite annoncee. 

4° Soil, pour reprendre les notations employees au debut de ce paragraphe, 
I’un des sommets du polygone R„, < son symarique par rapport au cercle 
fondainental. Une des substitutions de G s ecrira 


2 iTZ 

— ^ , e P^- n 

" OCi. Z Oty 


pr <5tant un nombre entier connu. Si nous posons 


Z—‘0Lr\f^ T 


on aura identiquement 
«a mo Ins q ue 


0(5, H) = o, 
p rn^o ( mod fir)- 


En elTel, considdrons les diverses substitutions du groupe G, on p 

en clioisir une infinite 

(5,cpo), (^, <Pl)» • ••» 

c. dc Kile sone que chacune dea tonc.ioas /,(.) P»i-« 
rnaniisre et d’une seule, par une relation de la forme suivante: 

2/t/‘7r 


ft— 


<f* — “r 


h i^tant un entier dgal ou infdrieur a On aura alors 

0(5, H) 1 
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OU 


Pr 


0 1 

Or, si Ton n’a pas 


(cp/,— g;.)/^ / 

(cfA— V / 


2 /j ( /? + 7/7 ) i 7Z 

‘e . 


on aura 


p -h 7 ?i = o ( mod p,.)» 

§/• 2 A ( /7 -+- 7/7 ) / n: 

= o. 


On aura done 


0(2, H) = o. 

5^^ Reprenons I’identite 
(9) ?(^) A(^) 

OU 


<[> 


(3,Z/,) =2 


^ + pA 

‘ \ Y/^/rH- 0 / J 


Falsons-y successivement 




et 'p(^) • 


C. 0. F. I). 


b dtant une quantite constante exterieure au cercle fondamental, nous obtien- 
drons deux identite's de la forme (9). 

Multiplions la premiere par et retranchons-en la secondc ; il viendra 


(19) 

en posant 


Posons encore 


a)=2. 


^jCl -4- p/ (Y/tfc H- S^-)2(A+-1) 
Y/ ^ ■+■ 0/ 


%( b^a) ~ — 




il viendra, en dilFerentiant 2 A -|- i fois la relation (19) par rapport a 


(20) 


Y ^A-F(g/,) 




Zf,>) = o. 


Or, %(^b^ esL une fonction thetafuchsienne de b, Le premier membre de 
I’identit^ (20) est doac une serie de la forme (5) (§ I). Nous ohtenons done 
amsi une serie de cette forme qul est identlquement nulle quand b, qui est ici 
la variable inddpendante, reste exterieure au cercle fondamental. 
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Mais ce que nous cherchons, c’est une sene de la forme (5) (§ I) qui reste 
identiquemenl nulle quand la variable independante reste interieure au cercle 
fondamental. Heureusement il esl facile de passer d’un cas k I’aulre. Posons 

en efFet 




Oa aura 


ajh (B/ 
7/6 + 8 / 




T/^ 


-8'. 


a', p', y', S;. deslgnant les quantiles linaginaires conjuguees de a,-, p;, y,-, S,- ; 

de sine' que les subslitulious (e, formeul ua groupe G' conjugue 

de G. 

De meme, eu posant 


hr- 


oc/ h + p/ 
7/6 + 8 / ^ 


T/^ + 


on aura 


__ 5 !. ^ 

dh "■ z'] dz ' 




Nous aurons done 

Vi I fdbiY'^rS' 

Q{b, a) =2ji{bi-ar-'^- \db) ~A(i - 
Q{b,a) = z^’^-+- e'(^, a), 


ou enfin 
en posant 


I / 

d'(s, “)=2li,-('— 


Nous arrlvons a I’identlte suivanle : 


V Aa-F( 


A.a-F(z/c) 


B'{z, sa) = o. 


Les fonctions 0' sont des fonctions thetafuchslennes de s, de sorte que nous 
avons blen une identite de la forme chercbee. Mais le groupe des fonctions 0 
n’est pas le groupe G, mais l^roupe co+gue G'. Passons done du groupe 
au groupe G en changeanl y/ — i en — \/— i i H viendra 


\ Te'i (z, z'/^) = o. 


"V S A/: F ( 


Dans cette formule 


A,s.F(s*) )' 


et designent les quantiles imaglnalres 
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(^)=y lJ±i(±L, 
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conjuguees de et de et. I’on a pose 

e',(^,a) =2 

de sorte que, si nous posoiis 
H 

nous aurons identiquement 

e(^,H) = o, 

tant que z restera interieur au cercle fondamental. 

6® Supposons qu’on ait identiquement 

0(2, H) = o, 

et que H ddpende d’un parametre arbilraire X ; on aura egalement 

En combmant de diverses manieres les six principes qui precedent, on 
obtiendra une infinite de relations de la forme 


0(2,H) = O. 


~ Premiere famille; genre quelconque. 

Nous nous sommes etendus sur les fonctions de la premiere famille et du 
genre zero, parce qu’elles sont les plus simples de toutes et parce que les prin- 
cipes g^neraux, une, fois demontres dans ce cas particulier, s’etendent sans 
trop de peine aux fonctions de toutes les families et de tous les genres. Nous 
insisterons moms sur les autres fonctions fuchsiennes et nous nous bornerons 
a faire connaitre les partioularites les plus remarquables qui les concerneiit. 

Lorsque le polygone Ro, tout en restant de la premiere famille, n’est pas de 
la forme simple dtudiee dans le paragraphe precedent, ou n’est pas susceptible 
dy 4tre ramene', les fonctions fuchsiennes correspondantes sontde la premiere 
famille et de genre plus grand que zero. 

Commencons par un exemple simple. Soit un polygone Ro de 4n c6tes et 
tel que les o6tes opposes soient conjugues. Tous les sommets forment alors un 
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seul cycle, de sorle que la somme de tous les angles du polygone R„ est une 
parue aliquole de Supposons d’abord qu’elle soil precisement egale a 2 .c. 
Onponrraalors exprimer toutes les fonctions fuchslennes denvees du poly- 
o-one Ro h I’aide de deux d’enlre elles que nous appellerons x et j, et entre 
lesquelles il y a une relation algebrique 

qui est de genre n- . 

Reprenons I’elquation (3) du paragrapbe IV. Elle s ecrit 


( 3 ) 

et Ton a identiquement 


dec- 




I x" oc 




3 

'4 


en designant par x', x\ x'" les derivees successives de par rapport a 

Quelle est la forme de la fonction . (:r , y ) ? Pour simplifier, je vais supposer 
que la fonction j de ^ definie par I’dquatlon (i) ne presente que des points 
slnguliers de la nature la plus simple; c’est-k-dlre que toutes les fois qu on a 


^ = o, 
dy 


on a ou bleu 


d^ > 




fee qui correspond, pour la courbe algebrique j) = o, a une tangente 

parall^le a I’axe des j et n’ayant avee la courbe qu’un contact du premier ordre], 

\d^J dx^- dy^ > dy^ 


dx 


[ce qui correspond pour la courbe algebrique 4 (a?, y) o a un point do 

ordinaire!. , . 

Nous supposerons en outre que, si Tequation (r) est d'ordre r, on a, pour 

infini, r valeurs finies et distinctes du rapport^ [ce qui correspond pour la 

courbe <L {x, y)^okr directions asymptotiques distinctes]. 

Ces hypotheses ne reslrelgnent pas la gendralite; en effet, on pent, parmi 
les fonctions fuchslennes correspondant au groupe G, choisir d une infini e e 
manieres les fonctions a. et j de telle sorte que toutes les autres s expriment 
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rationnellement en^r et et ce choixpeut toujours se faire de facoii a satisfaire 
aux hypotheses precedentes. 

Reprenons maintenant notre fonction o(^, II est clair que, pour les 
valeurs infinies de elle reste finie; qu’elle est finie egalement toutes les fois 
que n’est pas nuL Or, x^ ne peut s’annuler que si Ton a k la fois 


Les seuls infinis de la fonction f (^ 5 ^) sont done les points singuliers de 
Tequation (i) en n’y comprenant que les points singuliers ordinaires etnon les 
points doubles de la courbe (i). 

Gonsiderons 1 un de ces infinis, et soient a, [3, y les valeurs correspondantes 
de a?, de y de z. On voitaisement que le developpeinent de x — oc conimence 
pir un terme en (^z y)-, celui de y — |3 par un terine en z — y et Pen en 

conclut qu’on a 

cp(a?,j.)=_l (pour a. = a,jK= P). 

Ces conditions ne suffisent pas pour de'terminer compliitement la fonction 
?(^) j)- Gelle-ci est assujettie en outre a un certain noinbre de conditions 
transcendantes dont I’dtade approfondie fera I’objet d’un Memoire ultdrieur. 
Nous ddmontrerons de plus, dans un autre Mdmoire, que si ces conditions ne 
sont pas remplies, mais si les coefficients de ® (a;, y) satisfont h certaines ind- 
gahtds, a; n’est plus, il est vrai, fonction fuchsienne de mais en est encore 
fonction uniforme (kleineenne). 

De combien de paramdtres distincts depend notre groupe G ? 

Pour ddfinir un polygone de 4n cdtes, il faut 8n - 3 conditions ; mais notre 
polygone Rj n’est pas arbitraire. Il est assujetti a an-f-i conditions, savoir 
que les cdtes opposes soient congruents et que la somme des angles soit dgale 
i 2 71. Il reste done fire — 4 paramdtres arbitraires. Mais on a vu, au para- 
graphe IX du Mdmoire sur les groupes fuebsiens, qu’un mdme groupe G pouvait 
etre considere comme ddrivd d’une infinite de polygones diffdrents et, en efiet, 
dans le cas qui nous occupe, on peut remplacer le polygone R„ par un autre R; 

ayantses cdtes enmdmenombreet disposes de la mdme manibre, mais ayant 
pour sommet un point quelconque du plan ; de sorte qu’b un mdme groupe G 
correspond une double infinite de polygones Ro et que le nombre des para^ 
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metres de G est de deux unites inferieur a celul des parametres de Ro- Le 
groape G depend done de & n — ^parametres. 

De combien de parametres depend la relation (i)? Bien entendu, je ne 
considere pas comme distinctes deux relations 

JK) = O, = 


si Foil pent passer de Fune a Fautre par une transformation uniforme, c'est- 
k-dire en remplacant ^ et t, par des fonctions rationnelles de x et de /. La 
theorie des fonctions abeliennes nous apprend que ces parametres soiit, pour 
une relation du genre /i, au nombre de 3/i — 3. Mais il s^agit de Zn — 3 para- 
metres complexes qui correspondent a 6n — 6 parametres reels; e’est-a-dire 
que le nombre des parametres dont depend la relation (i) est precisement le 
Illume que celui des parametres dii groupe G. S’ensuit-il qu’on puisse disposer 
des parametres du groupe G de telle sorte qu’on ait entre x et y telle relation 
algebrique que Fon veul? C’est ce que nous demontrerons dans un Menioire 
ultcrieur. 

Dans le cas particuUer de rt = i, nous n’avons plus affaire a des lonctions 
luchsleunes proprement dites. En effet, dans les polygenes curvilignes R., 
dont tons Ics cdtes sont des arcs de cercle coupanl orlhogonaleinent le cercle 
fondaineutal, la somme des angles est toujours plus petite que celle d’un 
polygoue rectillgne d’un ineme nombre de cotes. Pour un quadrilatere, la 
so.ume des angles devrait ctre plus petite que arc. Mais ici nous avons suppose 
que la soauue des angles de notre polygone curviligne de 4n c6tes elan 
precisement Si Ton veut faire /t = i, le polygone Ro devra devenir recti- 
ligue, le rayon du cercle fondamental deviendra infini et le quadrilatbre Ro se 
nkluira a un simple parallelogramme rectiligne ; le groupe G se reduira alors 
a des substitutions de la forme . + a) et les fonctions fuchsieunes qui en 
derivent se reduironl a des fonctions doublement periodtques. C est dans ce 
sens qu’on pent dire que les fonctions elliptiques sont des cas particuhers des 

fonctions fuchsieunes. . 

Su,.po.ou* <knc » > . . Le poljgon. R. peut presen.er d.ffercnle. sorlee 

epmetrie. II peu, cl'.bord toe sjtomque pa, e.ppon I. to »-‘e cup.nt 
Ibosotolemeto le cercle ftod.e.enu,! ; d.,., ce ca„ lee co.mc.e.u de. Icto- 

ei ¥(»,/) 

Ll detoble d,^ l. «ri.Ue a, roll P» P.PpHcaato d, 1. rep.e de 

tl.P.-II. 


MEMOIRE stir LES FONCTIONS FUCasIENNES. 

paragraphe IX du Memoire sur les groupes fuchsiens, a ^tre symetrique par 
rapport a un point : dans ce cas, la relation (i) se ramene a la relation hjper- 
elliptique 

— ai)(^ — a2)...(a7 — a2«). 

Mais la reciproque ii’est pas vraie. 

Considerons maintenant une integrale abelienne de premiere espece 

j g{x,y)dx, 

et remplacons ^ ety par leiirs valeurs eii ^ ; il viendra 

^ g{x,Y)dx = j g{z)^dz=(^{z), 

designant une lonction fuchsieniie de s et G(^) une fonction iiniforme 
de holomorphe a Pinterieur du cercle fondamental et cessant d’exister a 
Pexterieur de ce cercle. 


Soit 


tiquement 


s J substitutions du groupe fuchsien ; on aura iden- 

K/ etant Tune des periodes de I’integrale abelienne. Ainsi, a chaque substi- 
tution de notre groupe correspond une des periodes de I’integrale (4). 

Mais on pent se placer a un autre point de vue. Soit ab un des cotds du 
polygone Ro ; on aura 

r * dx 

J = G{b) — G(a), 

G(b) — G{a) sera alors une des periodes de I'integrale (4), de sorte qu’a 
chaque c6te de R„ correspond une de ces pdriodes. 

Si cd est le c6te conjugue de ab, on aura evidemment 

. G(b) - G(a) = G(c) ~ G(d). 

II en rdsulte qu’a deux cdles conjugues correspond la m6me periode prise en 
sens contraire et qu’aux an paires de cdtes conjugues de notre polygone 
correspondra un systfeme fondamental de an periodes de I’integrale (4). Mais 
ces periodes ne seront pas les periodes normales. 

Mais, parmi les polygones equivalents a Ro, en vertu de la rfegle du para- 
graphe rX du Memoire sur les groupes fuchsiens, il en est un qui presente k cet 
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e£>ard une particularite remarquable. Gonsiderons ua polygone Rj de 4« 
dont les sommets soient, en suivant le p^rimfetre, dans le sens pos 

hu Cu di, a.., h, b,, Cn, dn- 

Pour plus de symetrie dans les notations, je ddsignerai indiffdremment ce 
dernier sommet par les lettres dn et do- Je suppose que le c6te soit 

conjugue de abi et que le cdte aih soit conjugue de did- En d’autres termes, 
le cote de rang + i est conjugue du cote de rang 4/’ + 3, et e cote 
rang 40 + 2 conjugue du c6td de rang 4/> + 4- On volt sans peine que tous 
les sommets d’un pared polygone appartlennent k un m6me cycle et que e 
polygone R'^ appartient au genre n. Je suppose, de plus, que a somme 
Lgles soit egale k 2 ..; on volt alors facilement qu’il pent dtre ramene a un 
polygone tel que Ro par I’applicatlon de la regie du paragraphe IX. ^ 
Envisageons maintenant deux integrales abeliennes de premiere espece. 


(4) 


(5) 


f gix,y)dx^J G(^), 


Posons 


X 


, ■ d.v 

g{^z)-r-d 5 


gd^)- 


, G(a,-)- = 

.4, 

f"‘ .'(.)§*—/"*(•)§■'== G,i„)-G(«,) -B„ 

J a- <l h 

r ,,(„*<(.=- /-'v, (,)§<(.- G.(»,)-G, (*-.)= 

hi 

I 






Les periodes A. B. A^-, B', des integrales (4) et (5) correspondront ainsi 

aux divers cotes du polygone R„. 

Si, maintenant, nous prenons I’integrale 

y G,(z)gi2)^dz 

le long du pdrimktre de R',, cette int^grale doit 6tre nolle, et, en d^veloppant 
I’intdgrale, on trouve sans peine I’identit^ bien connue 

2 (AiBi- B, A') = o, 

ce qul prouve que les pdriodes A,, B,-, ... sonl les pdriodes normales. ' 
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Je n’insiste pas sur ces considerations qui montrent quel parti on pourra 
tirer des fonctions fuchsiennes pour Tetude des integTales abeliennes. 

Je suppose maintenant que la somme des angles de Ro so it, non plus ait, 

mais [j etant un entier. 

Voyons quel changement cette hypothese apportera dans ce qui prdc^de. 
La relation (i)sera toujours de genre La function jouira des m^»mes 

proprietes que dans le cas precedent, avec cette seule di (Terence qu^elle 
deviendra infinie pour x = y = b; c’est-a-dire pour les valeurs de x et de y 
qui correspondent aux sominets du polygene Ro- 
On aura alors 


limfir — a)- j/) =“ 



( pour X = a, y = b). 


Les points singuliers de Pequation ( 3 ) sont alors ceux de la relation (1) et le 
point a, b. 

Considerons maintenant un polygone Ro de la premiere famille, mais 
d’ailleurs tout a fait quelconque; soit 271 le nombre des cotes et p le nornbre 
des cycles. Supposons que, si Ton calcule la somme des angles appurtenant 

aux diderents cycles, on trouve respectivement •••5 pour le pre- 

mier, le second, etc., et le de ces cycles. Les fonctions fuelisiennes 
derivees de ce polygone Ro s’exprimeront rationnelleiuent a Taide de deux 
d’entre elles, que j’appellerai x et y et entire lesquelles il y aura une redution 
algebrique 

(U y') = o . • 

de genre 

P_ I 

2 


Soient (a,, ^)^), (a2, feo), ..., (a^, 6 ^) les valeurs que prennent x et y quand 
la variable z vient en Pun des sominets du premier, du second, etc., on du 

plhmti 


J appelle (c/, di) les points analytiques pour lesquels on a 




dx ^ 


o. 


J appelle (eo/f) les points analytiques pour lesquels on a 
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Je conserve d’ailleurs, pour la fonction j)? suppose d’ordre r, 

les hypoth^jses faites plus liaut. Le nombre des points c/, di est alors 

r(r — i) -+-2P — (r — i)(r — 2) = tir- 4 -aP — 9., 

et celui des points e/, fi est 

(r — 0(r "‘^0 P. 

•2 

L’equation ( 3 ) s’ecrira 

La fonction cp(a?, 7), rationnelle en x ti en 7, devient infinie : 

1 " Pour X = c/, y — di] on a alors 

lim (y — diy o(a;,y)——- ( pour a? = c,-, y = di). 

a" Pour se = a;, y = bi\ on a alors 

I 8? 

lim(a; — a,)2(p(a:,7)= (pouvx — at, y = bi). 

Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que Ton ait 
entre x et y une relation (i) donnde et pour que les quantiles (a;, bi) et les 
nombres entiers aient des valeurs donnees sont au nombre de 6P — 6 + ap. 
Le nombre des parain^tres dont depend le groupe G est aussi de 6P 6 + 2 p. 
II ne s’ensuit pas iinmediatement que I’on puisse disposer de ces 6P 6 + ap 
paraintbtres de fa9on a satisfaire k ces 6P — 6 + ap conditions, Mais je demon- 
trerai, dans un Mdinoire ulterieur, qu’il en est effectivement ainsi, et qu’il 
existe toujours deux fonctions fuchsiennes a; et j qui correspondent a un 
mdine groupe G, entre lesquelles il y a une relation algebrique donnee 

iKa?. 7) = 0i 

et qui, pour syst^ines bonne's de valeurs (a; = a, {x=a.i,y—bj),y., 

y = bp), voient leurs derivdes des p, — i, — i? •••i P/>~' ‘ premiers 
ordres s’annuler (P,, dtant des nombres entiers donnes). 

Etudions maintenant les fonctions tbdtafuchsiennes. Leur forme generale 

sera 

« (§)■-<->■ 

F ddsignant une fonction rationnelle de a? et dey. 

Queues sum les condiUoas pour que ceue toucuon rWt.fuclr.ieuue so., d. 
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secoade espece, c’est-a-dire reste holomorphe a Pinterieur du cercle foiida- 
mental. La fonctioa F(x^y) pourra toujours s’ecrire : 

jK) ^ 

^ )L(a? — — cij, )V 

X, , X25 •••) etanl les plus grands nombres entiers salisfaisant aux inegalites 

On reconnaitra ensuite aiseinent quelles sent les conditions ndeessaires et 
suffisantes pour que la fonction (6) soil de seconde espdee : 

La fonction rationnelle P(^, j) devra se reduire a un polynome entier. 
2^ Les jo(7’ — i) points d’intersection de la coiirbe A (it?, j') r=: o, avec 
les droites 00 = x = ap [en exceptant les points singuliers 

(iK? = ai,/ = (n?=tio,y= fci), [x = ap^y =z devront appartenir 
a la courbe V{x^y) =0; cette dernidre devra avoir un contact d’ordre X/~ i 
avec la courbe tj;(ir,y)==o, aux points ou cette courbe rencontre la droite x — at 
(en exceptant toujours le point singulier x — a/, y — hi). 

Cela equivaut, pour le polynome P(ir, jy), a 

( r — i) (Xi + X2-i-. . .-f- Xp) = (r — 

conditions. 

3 “ Le degre du polynome F[x^y) devra etre au plus dgal it 
^ XfH- /2^(r — 3). 

4 ® Gonsiderons maintenant les points x = e/, c^est-a~dire les points 

doubles de la courbe t}^(a?,y) = o; ilsdevront appartenir a la courbe P(.ii!;, y) = o, 
et mdme (puisque w>i) etre pour cette courbe un point double. Enfin, les 
deux branches de la courbe P = o devront avoir respectivement, avec les deux 
branches de la courbe i|;=: o, un contact d^ordre m — 2. Cela dquivaut, pour 
le polynome P(?r,jy'), a 2/n — 1 conditions pour chacun des points doubles 
x=: c/, y = fi, e’est-a-dire, en tout, a 

conditions. 

On polynome de degrd^^ + 7 w(r — 3 ) depend de 

•J [2 ^ — 3) -+- 1] [ 2 X-i- OT(r - 3) H- 2 j 
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parametres. Mais, si Pon tient compte de la relation (i) et si Pon a 

( 7 ) m(r— 3)5r, ■ 
ce nombre se reduit a 

r^X + („i_i^r( 7 -- 3 ). 

Mais noire polynome est assujetti, d’une part, a (r — i)^!, d’autre part, 
a (2 m — i) Pj conditions. II reste done, dans ce polynome, 

(8) ^ X — i)(P — i) 

parametres arbitraires. Mais ce n’est la qu’une liinite inferieure du nombre des 
parametres arbitraires restant reellement dans notre polynome. Car il pent se 
fa ire : 

1^ Que la condition (7) ne soit pas remplie. Alors, Pexpression dii nombre 
des parametres arbitraires restant dans notre polynome n est plus 

— l)(P — -l) 

- ^ -h m(7' — 3 ) ■+• I j m( 7 ' 3 ) 4 - aj 


mais 


V'i ^ .\ir-i){r- 2 ) pi 


— (r~i) 

Cette seconde expression diflere de la premiere de 

i [■ 2^^ + '»(/• - 3) - ^ ^ 4 

n ea resulte que les deux expressions ne different pas si 1 on a 
^XH-/M(;--3)-r = -i ou -2. 

L’expression (8) ne cesse, par consequent, de representer le nombre des 
parametres restes arbitraires que si I’on a 

^X + (/n — i)r— 3m < — 2 . 

Or, cMt= inegalile, joiute 1 ».>=, r2 3, enmtae les Sgaliles emvantee : 


r = 3 


mMoIRE StJR LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 


Mais ce cas, ou Ton a r = 3, P = i, 2> = o, et oC., par consequent, tous 
les X sont nuls, esl preciseinent celui des fonctions elllptiques dont nous 
a’avoiis pas a nous occuper. 

On pent se demander aiissi si les 

“ I ) ^ — *^"1 

conditions auxquelles nous avons assujetti notre polynome sont toutes 
distinctes. Voici comment on pent tourner la difficulte. Soit N le nombre cles 
zeros distincts de I’expression (6); le nombre N + i sera evidemment une 
limite superieure du nombre des paranietres restes arbitrages dans cette 
expression. Mais. cette limite pent encore etre abaissee. En efifet, 1 expres- 
sion (6) s’annule quand la variable .3 vient en Pun des sommets de Roi ce sont 
la des zeros qui ne sont pas arbltraires. Si done N' est le nombre des zeros 
rdellement distincts qui coincident avec les sommets de Rq, nous devons 
prendre pour notre limite superieure N — N'-l-i. Ce n’est pas tout. Si Ton 
consid^re une expression rationnelle en x et j, admettant q zeros et q infinis, 
la thdorie des integrales abellennes nous apprend qu’on ne pent pas choisir 
arbilrairement les q zeros et les q infinis, mais que la connaissance des q 
infinis et de <7 — P des zeros suffit pour determiner les P derniers zeros. Or, 
les IN — N' zeros qui restent de notre expression (6) sont ceiix de la function 

rationnelle 

P{x,y) 


[F' (/)]'"(» - «i P’ — “1)'“ • • • ( 

dont nous connaissons les infinis. 11 en resulte que IN N 1 d entre eux 
suffisent pour determiner tons les aiitres etque nous devons prendre fuialement 
pour notre limite superieure N — N' — P -f- i . 

Or, les princlpes du paragraphe 111 nous donnent 




m ( 3 / — I ^ ^ / 3/ 

LL: mn — 


]M_N'— — i)(P — i), 


e’est-a-dire que notre limite superieure coincide avec la limite mferieiire 
trouv^e plus haut. II ■ y aurait exception dans le cas ^X = o, P = 1 , 
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c’est-a-dire dans le cas des fonctions elliptiques dont nous n’avons pas a 
parler. 

Tl resulte de la que toutes les fonctions thetafuchsiennes de la seconde 
espece [aussi bien celles qui peuveiit s’exprimer par une serie de la forme ( 5 ) 
(§ celles qui ne peuvent s’exprimer par une pareille serie] 

|)euvent s’exprimer llneairement a Taide de -h — i) ( P — i) d’entre 
elles. 

Considerons maintenant une fonction de la forme 

F dcsignaiil. one fonction ralionnelle en oc et en j', et cherchons quel esl le 
luiniinum do noinbre des infinis distincts d’une pareille expression. 

Nous supposerons que les sommels de Ro ne sont pas des infinis de notre 
fonction A(s). Pour que le nombre des infinis soil miniinuin, il faut que celui 
des zeros le soit aussi; il faut, par consequent, que les sommets de Ro soient 
des zeros d’un ordre aussi peu elcve que possible et qu’en dehors de ces 
soimuets, il j ait aussi peu de zeros que possible. Pour realiser cela, posons, 
ce qui est toujours possible, 

(x — a, ... (a? — ap)h j 

i' d') “ ” P(2?, y) 

les 1 ctant precisenient les nombres entiers definis plus liaut. Nous reconnai- 
trons que, pour que le nombre des zeros distincts soit un minimum, il faut et 
il suflit : 1" (pic P(*,/) soil un polynome entier de degre 

-h(ni — I) 3 ); 


'P' que la courbe P = o passe par tons les points d’intersection de la courbe A 
avec les droites = = ..., oc=:a, aiitres que les points singu- 

liers J = et que les deux courbes aient en ces points un conUct 

d’ordre X,- . 3-> enfin que la courbe P = o admette les m^mes points (^oub es 
que ^ = o, et de fiumn que les branches qui se croisent en ces points doubles 

aient avec celles de .|( = o des contacts d’ordre m - 2- 

En effet, il est possible de satisfalre k ces conditions, car le poljnome ( , . ] 

coiitient, coiiiiiie on I’a vu, 

r2‘ + (-»-|) 


H. P. - II. 
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parametres et nous n’avons a remplir qiie 

('■ — {>n — — 2['J 

conditions. 

II reste done 

parametres arbitraires dans notre polynome P( 5 :^, j'). De plus, on voit aisement 
que, si nos conditions sont I'emplies, le nombre des zeros distincts, et, par 
consequent, celui des infinis, est minimum, car le nombre des zeros distincts 
qui se confondent avec les sommets de Rq est aussi petit que possible, et il n^y 
a pas de zero en dehors de ces sommets. On trouve, en appliquant la regie du 
pai'agraphe III, que le nombre minimum des infinis est 

J =2 X -h ( 2 — 2 ) ( P — l). 

Comme le polynome ne depend que de^A + ( 2 m — 3)(P — t) 

parametres, il s^ensuit que nos J infinis distincts ne peuvent pas ^tre clioisis 
arbitrairement, mais que la connaissance de J — P d’entre eux suffit pour 
determiner les P autres. On ne pent done, en general, determiner la fonction A, 
de telle sorte qu’elle ait J infinis donnes et qu’elle n^en ait pas d’autres. 

Quel est le plus petit nombre tel que Pon puisse toujours determiner la 
fonction A, de telle sorte qu’elle ait J' infinis donnes et n’en ait pas d’autres? 
La fonction A admettra alors — J zeros et — J infinis distincts de plus que 
les fonctions de inline forme qui n’ont que J infinis et, par consequent, elle 
contiendra 2 V — 2 J parametres de plus qu’elles, ou en tout 

2J'--2J-h2X^-(27?^— 3)(P — l) 

on, en remplacant J par sa valeur 

2j^— ^X — ('2/71 — l) (P — i); 

on doit done avoir 

2 J'— — (2771 — l) ( P — l) > J'-H 1 

Oil 

( 9 ) J'^^X (2 777, |)(P — 

Voila done la limite inferieure cherchee du nombre 
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iMaiiilenant, nous aliens pouvoir resoudre une question importante qiii se 
|)Ose tout natinxdlement. Nous avons yu que toutes les expi^essions de la 
forinc (()) qui ti’oat pas d’infinis peuvent s’exprimer lineairement a Paide 
de^l -- i) {\^ -- i) d’entre elles. Les series thetafuchsiennes de la 
forme (Tj) (§1) el de la seconde espece pouvant toutes se mettre sousla lorme (6), 
pourront done s’exprimer lineairenient a Paide de^A + fa/n — P) 
d'entre elles. Mais nous ne savons pas encore si toutes les expressions de la 
forme (()) qui n’ont pas d’infinis peuvent s’exprimer par une serie ( 5 ) (§1)* Dans 
le cas on il n’en serait pas ainsi, toutes les series de la forme ( 5 ) ( §Ij de la 
seconde. espece s’expriineraient lineairement a l^’aide de 

4- Oun — i) (P — 0 — I 


d’entre elles. Je vais demontrer que cette liypotliese est impossible. 

Ea effet, nous avons vu, dans le paragraphe precedent (p. 2i4 et suiv.), 
que, si toutes les series de la forme (5) (§ I) et de la seconde espece 
s’cxpriment lineairement a I’aide de ^ - i d’entre elles, on pourrait construire 

une fonction 

VU) representant une fonction fuchsienne de 5 admetlant q infinis donnes 
et n’en admettant aucun autre. Done, si I’hypothfese faite au debut etait 
possible, on pourrait construire une fonction A(s) admettant 

donues e. „’e,, a.cu. autre. Le uombre J' ue ...ieterait paa 

alors k fmegalite ( 9 ). ce qui es, contr.ire it ce qu’ou a vu plus 

Eu consequence, toute expression de la forme { )quinapas 

sc .neltre son. la forme d'uue sdrie (5) (§ I) de 1. seconde espece, 

. ■ dr la forma (6) avec on sans inf.uis, pourra se mettre sou. 

toute cjtpiessi , a, -g i\ j. la premiere on de la seconde espCce. 

la forme d’une sene (5 (§ I) de la piemiere ou , , „ „ w v (-.5 

Lons i, une proprid.d important, d.s foncuons de la forme A(-,. Ces 

functions auront toujours une infinite d'inf.nis; scent -n - - 

.minis, que nous 

les residus correspondants. ooit ) 
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crinfinis a I’interieur du cercle fondamental. On aura, idenliqueinent, 


A(3)^(:;) 



fulfil. 


Gela se demontre de la meme mani^i'e que dans le paragTaplie precedeni ; 
la premiere demonstration pent se repeter sans qu’on y cdiange un mot; la 
seconde demanderait, pour etre appliquee, quelques modifications legeres. 

Les divers termes du second inembre de I’identite precedente peiivent ^tre 
gi'oupes d’une maniere plus avantageuse. Soienl, en effet, q le nombre des 
infinis distincts dc A(^); ces inlinis; Ao, les residus 

correspondants ; nous pourrons ecrire 


(ro) 




/ PA 






Dans cette formule, on designe par la notation ^ $' ) dlverses 

substitutions du groupe G. En differentiant la relation (lo) — i fois par 
rapport a s, on ai'rive a une formule tout a fait analogue a la formule (16) du 
paragraphe precedent. Le premier membre est une expression de la forme (6) 
et le second membre est une serie de la forme ( 5 ) (§ I). 


VII. — Deuxi^me famille; genre zero. 

Considerons un polynome Ro dont les sommets, an nombre de an, sont tons 
situes SLir le cercle fondamental, et dont les cotes sont des arcs de cercle 
coiipant ortbogonalement le cercle fondamental. Tons les angles de notrepolj'- 
gone sont done formes par deux arcs de cercle tangents Fun a Fautre, et, par 
consequent, ils sont Lous mils. Je supposerai que les cotes de rang jo et 2 u -f- 1 — p 
sont conjugues ; les cycles seront alors au nombre de /?. + i , dont deux Iniunes 
d un seul sommet, le premier du sommet de rang 1; le second du sommet de 
rang + i. Les n— i autres cycles seront formes de deux sommets, a savoir 
des sommets de rang p et 2 71 + 2 — p. 

J appelle la substitution qui change le cote de rang p en celui de 
rang 27 z + i— p.Nous aurons ainsi n substitutions S^, So, ..., S,, qui seront 
les substitutions fondamentales de notre groupe G. 
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Je definis ensuile les subsllLalions S^, ..*» par les egalites suis antes 
S', = S2S7^, 33 = 8382^, S/j=S/iS,di 

et je |30se, piour plus de symetrie dans les notations, 

Si=S'j, 8/i=S^,2+-i* 

.I’appclle maiiitenant aj le sonuneL de rang i', il esL clair que a/ sera I un des 
points doubles de S'- Je supposerai que les n -|- i substitutions S^, S^, ■••5 
sont paraboliques. Cola ne serait pas possible si les a/t points a,- etaient 
clioisis arltilrairement sur le cercle fondameiital.il faut qu’il y art entre eux 
la relation 

(i) (ao— cci) (a4~~ ^- 3 ) • • • 

= ('^s — (a^ — a/, ) . . . (a2y;-i-i — ) • • • (^2;i )• 

Dans ces conditions, notre polygone esl du genre zero et du premier ordre 

de la deuxieme fainille; notre gronpe G et les fonctions fucbsiennes qui en 

derivent sont du genre zero et de la deuxieme fainille. Nous pourrons, comme 

dans le paragrapbe V, choisir, parmi ces fonctions fucbsiennes, une d’entre 

elles que j’appellerai x=fh), et en fonction de laquelle toutes les autres 

s’expriment rationnelleinent. Pour achever de la definir, je supposerai que 

Ton a V 

/(ai) = o, /(a.2) = i, /( a/,4-1 ) = 


Je po serai, en outre, cornme dans le pai'agraphe V, 


d’oii 




ai=o, <72 = 1, a/,4-1 — 00, 


Si Ton pose 



e satis fait a line equation lineaire 


(3 bis) 


1^- 




o(a?) etant rationnel en oc. 
On trouve aisement : 


Quelle est id la forme de la fonction ffl(.'r)? 

P(^) 

- [Q(ir)]2’ 


Q(,t) etant le produit (a? — a^'){x 


ao)...ix — a„) et P(aj) etant un poly- 


MihtoiRH i.KS 
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iioiiui onlier d(‘ n Lt* |iHlvii«HiH* !*i .r i sUinhiirr atix rututitymH 

suiviuiles : 

Pm^I f ■■■ ■ , ^ '■' I ■"»| « 

I 


<‘t 


COtiflh’N'Ilt «li‘ 1*1 J’ I 


i 

i 


(k‘j^ conditions nc sonl |)as strfli’^antc'^ j»*ror t|n«‘ .r muI out' Itou lioii iofhsicmo' 
(III rapport dcs Intcgral<*s dc r<*(piation i i J1 fani . tonoitrr, a^^ojrtilr IS .r i 

a !>./<? i conditions Iransfanntanlcs. 

Nous dcinontrerons, dans un autre \lrnndr<% quo Wm pout {onjtiorH rluoHir 
l(j j^TOUia^ (»5 dc t<d.Ic sorlt' <|ni‘ Ics lunuhrc'. aioni tics \a!*niis 

donndcs (|ucleontpn*s, 

Dans 1(» cas [mrlicnlicr tn't Ic ptd\|;ioio tip o-*»l Huor‘trii|nc jiar rapjHiri ati 
ccrclt* qui J(Hnt ot* en cmqamt orllntgonaliniicitt Ir ccrcti' londaincnta!* 

les cocdTodcnls tie la IVnictlon ratitnmeUt' ft,r i '^ont lon*^ rorD. 

Si, dt' plus, n ' ’ se rtulnit h la ionrtion uiodiilaire 

Voyons coinnnuK s(* tannporttu'it les intogralcH de 1 oijiiation | ,1 inni daiin !r 
voisinag'C dt! Fun dt*s points singuliers fi#!. Lex tiite,|;,r»tiex sennil 

regiilit^res et lngarithMifpu*s^ pour emiilover les exjiresniitux tie M. I’'nelis 
(‘t de ses disciplt‘s. Ia»s deux raeiiies de r«d|nattori tlinerniiiiaute Heronl ; 
de telle Ht>rte qne les inlegmles pmirroiit se tnellre suns In ioriiie 

1. 

ei - t||le||s.r o, ij 

et 

i 

Of f «/' , 

1^* Cl (^ 4 * etani ties Idnelions Iniltnnorjdies eit .r ■ do-iit la [ireintiO'i* saiiiiitle 
et la dtoixienu* m‘ s’annult* pus pnnr .r 
Pour X == xi, tm a tie nnLne 

i I 

i*i ^ n** ( iLi 4 1 *4* I lnp»r|, 1*1 rs a** ^ i , 

l^/ 4 .i t*t etant ties Idinlinits Indntlitirplies eil doiil la premiere s aiitiiile 

cl la st'condt* ne s’aunult' pas pour x * 

Exprimons inaintenimt^ tlaiis le xoisiiiaiie tie rliiiriin de ees pojiils stiipiiliin's, 
cn loncllon dt* x. On devra avtdr, tluris le xaiisiniige de x . ## 1 , 

■f |A fQil og|jr - ■ g , f - _ P, J 

|Aq<|4lti|ff,r * I L|%)* 
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A, p., )/, [j/ rluul dcs (‘<KiisUuil<‘s (‘ouveuabltuueal clioislcs. Supposoiis qiie la 

siibstituliiui s\U‘ri\<‘ 


(9 jUKSOUS 

•i n v’* "-'i 

<‘\priuiouH ansuilt^ st* nuluil, a a/ pour el subil la subsLiliilloii S]- 

(piaiul lo|;i .r (fi) s<» (‘Image (*u log(.r - (//) 1- :>.7cy/«- i. Nous verroas que la 
iH*lali(»a (pii pr<‘ee<b‘ ptuH s'(‘erire 


• 2 V I 


i log(.:r a/), 


P' (‘taut uiH* foiu'liou lioloiaorplu^ (ui ./* -(((* Oa lire cl<^ la 

i Tc 

^:i“n7FT:= Q^, 

iV. (‘laat uac* loiu^tioa hobuiuu^plu* (Ui (/r H()] bml{ha!l()|)peracal(le suivaal 

Ics pui^saa(*( 2 s tb* | .r ai) eoauataua* par ua lerau* ea {x- '((i) <loat le coefli- 
rituU at* pt‘ut jaauus t^tre aal. Oa lirt^ dv Ih 

./* = (ti 


<!>/ (b'*sigaaai uat' loat'lloa lioltaaorpbe (‘a // t*l doal It^ (IcHadoppeaieal suivaal 
les puissaaees tit* <‘<*lte \arial»l<‘ coauia^aee par ua It^ruu^ du preiaicr degrd doal 1(^ 
(‘otd'fitdeal ab*sf jnamis auL TidU* esl la forau* d(^ Texpressioa de x ea foaclioa 
de 5 (tails le Miistaagt* du jioiat siagulit'r Ih* auhuc, dans le voisladge 

d(* 3 ■ X, ua aura 

» j ( /// 1 1 )i 

dt’stgaanl ua<* lV>iu‘tion lioloa.H>rpbe ea doal, le developpeitieal sui- 
\jiat l(*s juiishaa(*(‘s de relit* \ariable (auaaieace par ua icraie du preiaiei degie 

(jtii u'cNt mil. On i><'Ul em;or(! (‘crire lu rnlnlloii iiniciklcntc sous la forme 

fn \ l 

M' (lesi”Uiuit line ruuclioii liolotnorphe de /«+i ne s'aumiiaut pas avec cetl.e 
^a.•lahl.■. <h.am a ia ddrlvee ellepourra se luetlre sous unc forme analogue. 


mwxM »i’« roMrTUW •* 


Dans l(! \oisinagt' di' 3 ~ Si> “ii lUiM 


^ ,, J /..IM#. n 

di ( 5 — *# I* 

<I>;. (Haul, mu! |■..nc^i.la dv /,<nii ih' ' .uimil*- |m- .nc ( . ii,' 

Dc lucHiic, duns Ic \.tisinagc dn 3 »«+). '»« n'"** 

dr « 

ijs r« - *» . I *' '» < 

'F' dt?signanl nu<* iunclion lndi»iiu*ij'Jn’ «l«* /«,i n*' stumnluiii |>.ih iurr rrtii- 
variable. 

Dassoas aminlcaaat li IVladc d«' fdiu liuas lln'i.ilurli«.ii iHM s 
'route fonclioa rcimlsi'aliM* |tur um* s«'-rii* dc l.i btriiic i i > i § 1 1 jmhiiiu loa- 
jours so aadliT sous la furaic suivnalc : 

(.) CS)'''-' 

b' d&lgaaat taut foaclitai nitaitimdlc dc r, la ii‘c>j.i.>niic a’c»t |mi» vruic. 

Ka elFel, nous uvtuis \u iiu jwr«gr.i|dic i|nc li*ii«c .ctic dc In fiuiHc ( 'imS l» 
jieut, dans le voisiaugu dc s = #(. »c mcUrc son* In furaic 





II ddsigiuuit ime faiicliim iadiHiMirjihc ilc It f|tii » .imiiilc »i%c« • die vurialdc. 11 
en n^wHa qnc, juiur x st- fi#, la fam li.»« ( r #i< }• b i j i daii s’,iimiilcr cl qiic, 
qiiaud a? aagaiculc iaddiiaiiiicat, r*l‘'(jD dnil iciidrc vcri *cr*t Idle* smit lc« 
rondilioas wcmwii/iw aanqacllcs diiil ».ili»l*uic rcvjircs»i<iii i #« juiur 
irjiriiscatcr ane sdric dc in furaic (.’>) i§ I ). 

Nmis Ics u|qM!llcruii!i lc» cundiliuii* A. 

StqqMmma mi«iatcn«til qiic la fuiuiiuti ( 1 1 ir.iditiciic |i,i% d iiilim it rialcriciir 
du cerclo fundamtsiital. de^ra ^irc dc t<i furaic 

Il(#i , 

( 3 f — .(»• - «*»*• 

ll(.r) ddsiguiitil an {luljnutttc cnlicr cn jr, Miii*. a cniisr ilc% i uadiiuui* Ics 
nombres X|, ),*, , . X* mwl nu {du* dgaim li m i ci Ic drgre dr II i i i uu jdiu 
dgal li «(w» — i)— «i ~ I. Par eonM^queni, luulcn Ic* *crics ilici.i<»iil(*icmir^ 
dc 1« furaaj(5)(||l)et ii(>latisroitde««|il!re «'tF«|iriiiiciii linciiin Mic»ii an ii«t**a 
dc « (rtt — i)— m d'enire elle«. 
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Mais lunis iii‘ savinis pus si loula e\,|)resslou de la forme (2) n’ajaut 

pas d'iidiiu el sat isfaisant au\ nmdiiious A peul se meitre sous la forme (rmie 
serie tai 1 i; ui% eoiistsqueiil, si toutes les series de eette forme et de 

la s(M’oudi‘ ONpeei^ lit* |ieuveul pas s'(‘xprimer liadairemeut k I’aide de 
( ;// n m - I treat, re elles. 

Paur recamaaitre s"il ea est aiasi, eoasiddroas uae ioactioa de la forme 


A (' 5 ) 




V(.r), 


K «>ac luiictidii iMlimim'lli’, el elicrolioiis quel est, 1(5 mmimum du 

ueiiibre d<' iidiiiis disliiicls, ii siqqm.ser qii’eUe leiulc V(5rs zcu'o quand 5 

tfuid \ers %f> 

N()U> piHirrdns eerire 

(./• n,i‘" H,r- 'h)'" ' 

, ,,, j _ , 

ll(;r) el di'nif^tuml dejiiK poljtionm.s (5ii .r. Pour que A(3) teiide vers zdro 

(juaiid 3 tend \ers a/, il fuul el il suffit que 

l'(rts), •»>(««) 

ue soieiit pas iiuU el ijitc le degrd du riumdrateur surpasso au plus de m -- i 
celui du d('-»(uniuateur. Or, le dcgrd de ‘K.a:) esl l(i aombre , 1 ' des inlmis 

distiuelH de A( 5j. Oa a done 


Jc div. Jilor-. t[u'tl esl iuqntssible d’exprimer liudaircmeat toutes les series de 
la b.rme t at I S 1 * of de la .s(«caade cspfic.e a I’abbi de n(m — i) - /«■ -- 1 d’eutrc 

elle^; ear, si eela avail lieu, on pourrail e.oustruire uuc loiicHoudf! latormcA(3) 
uyaiU fi I ni - i ) - m iuHuiH dislincts, c.c (pii ne sc peul pas cotnuu'. uous vcuons 
d'.. 1 .. voir. ( )u eu .auudura done (c.uu.uc dans les deux paruKraplics pr.-cddc.Us) 
,p,e loute expression de la f.u’tue- (a) salisfaisaul aux coudilious A peul tHn; 

eiiprimee pur ndrie tl€ hi forme (o) (§ I)* 

,,, „|e .•(() d.. paragrapl.e prdcddenl .s’appli([»c aussi aux ro.u^uous 

qn! u.Mis oecupeut. Ou la dibnontrerail comtuc daus bis deux paragrap .cs 
,„,--e.Ments; la preuiO-e ddmonslraliou demaudernil quclqucs .uod.bcaU.ms 
b-f;eres, la seeoude pent s’appHquer sans qu on y ( ban},*, licn. 
eous...p.enees ,,ue nous avuus dtSduites de cello foruudo (...) dans U5S deux 

II. I*. - II. 
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paragraphes precedents, et entre aiitres la formule (16) du paragraphe V, sont 
encore vraies dans le cas qui nous occupe. 

On voit aisement comment on etendrait les principes qui precedent aux 
fonctions de la seconde et de la sixieme families et de genre quelconque. 

Nous pouvons done passer a I’etude des fonctions fuchsiennes qui existent 
dans toute Fetendue du plan. 


VIII. — Troisieme famille. 

Parmi celles-ci, les plus simples sont celles de la troisieme famille dont nous 
allons parler d’abord. 

Supposons qu’on nous donne ii paires de cercles (ci et c^), (c2 et c^), . . 
{On et <). 

Je suppose que ces 211 cercles solent tous exterieurs les uns aux autres, 
quails coupent orthogonalement le cercle fondamental et solent, par consequent, 
symetriques par rapport a ce cei'cle. Je suppose que Ton considere ii substi- 
tutions Si, S2, . . S;i, telles que S/, tout en conservant le cercle fondamental, 
change a en c'- . Le groupe derive des substitutions S/ sera un groupe fuchsien G 
dont le polygone generateur Ro se composera de la partie du plan qui est 
interieure au cercle londamental et exterleure aux divers cercles c et Le 
polygone Ro aura 2n c6t^s de la premiere sorte, formes par les arcs des cercles c 
etc' interleurs au cercle fondamental et 211 cotes de la seconde sorte foimies 
par les arcs du cercle fondamental exterieurs aux differents cercles c et c'. Tous 
les sommets de Rq sont de la troisieme cate'gorie. Quant au polygone R^, 
symetrique de Ro par rapport au cercle fondamental, ce sera la partie du plan 
qui est exterleure a la fois au cercle fondamental et aux cercles c et c'. Le 
groupe Get, par consequent, les fonctions fuchsiennes qui en derivent seront 
de la troisieme famille et du genre ti. 

Toutes ces fonctions fuchsiennes pourront s’exprimer rationnellement a Paide 
de deux d entre elles que j’appellerai x et y et entre lesquelles il y aui^a une 
relation algebrique de genre n 

(0 ^{x,y) — o. 

Si I’on pose de plus 
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la fniHiitHi r satisiVra a rtajuaUoii (‘^) da paragraphe IV, a savolr : 

p (’*laal raliotmel t‘u j' al <ai 

Lr j;roupt‘ Ti ua <l(‘paudaiU ([U(‘ ila ,1// -a paramclrcs reels disllncls, on ne 
j>aut an tlis|>ost‘r da aiaaiaiM* (jue la relalion ~ o soil qiielconque. Com- 

Idtai, (*a all'al, rast(‘-l"-il da, panuaalres arbilraires dans une relation algdnnquc 
tia gtaxra n 

(II = 

luisijaa I'oii auavaail d<‘ na pas r<‘g'ardei'“ <u)inine distinctcs de cette relation celles 
tprun tai <l<‘'dnlt vn y !‘ainpla(;ant ,t at )" par des ionctions rationnelles de oc^ et 
da On sail (pdil rt‘sl(* .’>// M |)arainatres qu’on appelle les modules de la 
ralation i i ) al {|ui sanl pour ainsi dir(^ das invarianls a 1 egard da cette relation 
t‘t das opt‘*ralious tpii aousist<uil a y reiuplacar .r et y par des foactions ratlon- 
uallas d<* vl da rV ICu n.nis proi)osaat d’ol)tcnir entre nos deux fonctions 
findisianars .r atp' utiv ndatiou algal)riqu(‘. doniiee, nous nous imposons done 
:i// (aniditions aom/)/a.mv (pii equivalent h ()/? — d conditions reelles. Ce 
noiubra surpassi* dv A/i d <udul das parauietres dont nous disposons. Ainsi, le 
prauuar membra <l(s la ndation (i) astassujetti a conditions reelles; il 

ast alsa da l<‘s t.rouvm*. 

I’,n cIlVl, (in iicnl sui)|iiis(n- qiron lassn niic (HK!r,U.i(ni qni consislc k chaagers 
M.u >,)in.'trHiuc piu- .•apiioH, an ccrclo foadaraenul. Gela revienl k 
(■liangcr y/~i‘ cn cl. k faifc ensuite im cliaagemeut luidaire de variable- 

On (diangc ainsi ll„ cn K cl .•.knim.qnenieal, de sorle qne le groupe Getle 
s^sl.-nnc des i'nncii.ius ruchsicnnc.s (lui cn ddrivent ne cliangenl pas. Les 3n - 3 

„\.Hlnlcs dc la rclati.in (.) nc cliangcnl done pas non plus. Mais quand on a 
,Uaug.-- v'" <•» iraaginaires 

coniuun.'s; puis, (p.and on a lailun changement lin&lre de variable, ils n’ont 
pas'changib Par consdqncnt , les 3 n .3 mMs de la relation (.) ne different 

pas (le bun's iinaginaircsconingnds,i7.v.so««i^oncrdeis. , . . , 

lien n'snllc qn'on ponrra Umjours choisir .« etj painii les onclio 
siennes d.u'is.-'cs dn groupe G, de lelle sorte qne tous les coefficients de a 
rrlathn ii) suirnt mi/.s. Alors les coerficients de cp(ar,.r) seront aussi tons 

" J.r,„,,pose dc plus quVm ail cboisi a. et j, ce qui esl toujours possible, de 
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facon qiie la relation (i) satisfasse aux conditions que nous avons imposees a la 
relation (i) du paragraplie VI, au commencement de ce paragraplie (p. 223). 
Cela pose, la fonctlon y) satisfera aux conditions suivantes : 


1 ® Quand devient infiniment grand du premier ordre, elle devient infi- 
niment petite du quatrieme ordre ; 

2 ® Les seuls infinis de la fonction cp(,^, y) seront les points singuliers de la 
fonction de definie par la relation (i), en n’y comprenant pas les points 
doubles de la courbe algebidque r) = o. Si Pun de ces points est x= a, 
y oh aura 

pour^ = a, 

Ces conditions qui, on le I'emarquera, sont les mdmes que celles que nous 
avions trouvees dans le premier exemple, examine au paragraplie VI, ne suffisent 
pas pour determiner la fonction rationnelle cp(^, y). Celle-ci est en outre assu- 
jettie a n conditions transcendantes. Void sous quelle forme on pent presenter 
ces conditions transcendantes : 

La fonction ^{x^y) devra ^tre choisie de telle sorte qu’en faisant declare au 
point analytique {x^y)n cycles convenablenient clioisis ^correspondant k 
periodes convenablement choisies dhine integrale abelienne de premiere 
espkce J g{x^y)dx^^ on voie revenir les integrales de Pequation (3) ii leurs 
valeurs intiales. 

Passons maintenant k Petude des series thetafucbsiennes 


&(z) = 



(yz 


c’est-k-dire a Petude des series de la forme (5) (§1), et dkibord cherchons com- 
ment il pent arriver que la fonction definie par cette serie ne presente aucun 
infini en dehors des points singuliers essentiels. 

En general, la sdrie 0(;;) admet comme infinis, ainsi qu’on Pa vu au pai'a- 
graplie III : les points correspondants du point oo, c’est-k-dire les points 



2 ^ les infinis de la fonction H(j 5) et les points correspondants. 

■ Siipposons pour fixer les idees que la fonction H (. 5 ) ne devienne infinie pour 
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aiicun cles points — Quelle estd'abord la condition pour que les points - ^ 
ne soicntpas des infinis de (^( 3 )? Pour ccla, il faut et il suffit que le degre 
du denoininateur de la I'onction rationnelle surpasse dc 9.m unites celui 

du niimerateur. 

Conslderons maintenanl un Infini a dc la f'onction Hf: ) elle-meinc. Dans la 
serie le ternie 

' ■ H(=) 

(correspondant k a,-=i, 5;=i, o, o, c’est-k-dire a la substitution 

unite) deviendra infini pour z=a. Pour que ©(-) reste fini pour z = a, il 
faut done qii’un autre terme de cette serie devienne infini, de facon que la 
sommede ces deux tenues (qui separeinent croissent indefiniment quand ^ tend 
vers a) tende au contraire vers une liinite finie.il faut pour cela que, parini les 
infinis de Hf^), il v en ait un autre 5 = fc, tel que 

CL(X> -h* ^ 

0 = ;; ? 

-h 0 

( ^ 5!£±i.') etant une des substitutions du groupe G. 11 est clair alors que le 


terme 




deviendra infini pour z = a. Mais il faut que la soinme de ce terme et du 
terme H(3) reste finie pour = a. Soient done A et B les residus de H(^) qui 
correspondent a 5 = a, el z = b. On aura 


H ( ^£-±-1') (-'5 + o)-2'» - — — (-;a + IP, ( 3 ), 

\ Y-2 -I- 3 / z — a 

H'(^) et H',( = ) etant des fonctions rationnelles de 2 qui restenl finies pour 
z = a. On devra done avoir 

Telles sont les deux conditions necessaires et suffisantes pour que © (z) reste 
fini pour z = a et, par consequent, aussi pour les points correspondants. 

Cela pose, void comment il faudra s’y prendre pour construire une func- 
tion ©( 3 ) qui n’admette aucun infini. Prenons une fonction rationnelle H(5) 
admettant infinis o,, a^i b^, Os, b^, cip, bp, et ayant pom lesidus 
correspondants Aj, Bi, A2, B2, A3, B3, A;,, B^. 
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Je suppose, de plus, qii\)n ait : 


^ ^ 1 ^ 1 Pi ^ a2^Z2~+" (^2 

Y 1 ^ 1 “+" S I ” Y2 ’ 


b,= 


P/j 

Y/> ^7) -H Op 


Yi 5 4 - / 


CL^Z -f- pg 

z I , 

^ Y2 2 -i~ Oa / 


\ "(p ^ -+- Op } 


etant p substitutions du groupe G. J assn jettis de plus les :>.p residus a deux 
systemes de conditions. D’abord 


AiH- BjH- Aa-H Bo-H ■+■ Ap4- Bp — o, 

Ai -f- Bj H- A2a2 -1- B262 H- . . . 4 - A pap h- Bp bp = o, 


A, a I H- BiZ>| 4 ~ A 2 < 2 | 4 ~ B 2 ^| 4-“ . 


Ai a I -h B 1 f '^^-2 ^ 

pour que le degre du denomlnateur de 
du numerateur. Ensuite 


• 4 - A p a|, H- Bp Z>^ = o , 

, 

H(g) surpasse de 'mh unites 


celui 


Aa. 4- BA-(Y/^^/f4- 5/,)-“-"^ = 0 (k =Z I, 2 , . . .,/>), 

pour que et ne soient pas des inflnis de 0(5). 

Ces p 2rn — 1 conditions seront compatibles pourvu que 


/? > 2 /?i — I , 


etsielles sont remplies, la serie (-)(^) formee u I’aide de la foiiclioii ration- 
nelle 



n aura aucun infini. Je dirai alors qu’elle estde la seconde espece, de sorte que 
nous avons ici, comme dans les trois paragraphes precedents, la distinction 
entre les deux esp^ces de series de tlietafuchsiennes. 

Toute s^ine de la forme O(^), k quelque espece qu’elle appartienne, pent se 
mettre sous la forme 

F(a;,» designant une fonction rationnelle de x et de 7. Celles des fonctions 
de la forme (2) qui n’admettent pas d’infmis, s’expriment Hndairement, ainsi 
qu’on Fa vu au paragraphe VI, a I’aide de (am — i)(n — i) d’entre elles. II 
r^sulte de Ik que toutes les series 0(5) de la seconde espkce s’expriment 
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Im&irement k I’aide de { 2 m-i){n-i) d’entre dies. II nous resle a demon- 
ti-er, comme dans les trols paragraphes prddlents, qu’il est impossible de les 
exprimer lineairement a I’aide de { 2 m enlie elles. 

Posons, poux' abx'egei', 

Sixpposoixs que toutes les series e(^) de la secoxxde espece puisseiit s’exprimer 
liixeairement a Falde de ^7 — i d’erxtre elles que j’appellerai 0 ^, 0 ., I 

je vais moixtrer que cette hypothese estabsurde. 

Ell effet, choisissons au hasard q points, .... \ on poiirra toujours 

ti'ouver q nombres A^, Ao, . . ., A^^ tels que 

Ai A2 61(^2) • .-i- = O, 

Ai ©aC'Si) -h A 2 02(.S2) ‘+’. . •■+* -^7 €> 2 ( 5 ^) =s O; 



Ai0^-l(^i) -i- A20 ^-i(52) -H- • 


et, par consequent, tels que 

^ 5 ) Ai 0 (- 5 i) -+* A2 0(^2) ^(•^'7) ” 

©(^) designant une sdie quelconque de la forme (5) (§ 1) et de la seconde 
espece. 

Soit p un nombre entier plus petit que 2 m. Je pourrai toujours former une 
fonctioii 9 ;,(.= ) qui satisfasse aux conditions suivantes : die n’admettra d’autre 
infini que les points ces infmis seront d’ordre 2 m -p. Dans ces 

conditions, le point ^ = oon’est pas un infini de notre function 9 ^,( 5 ), c’ est pour 

elle un zero d’ordre p- 
Je suppose que 

limn/' 0/d-) = » pour^ = '.c. 

= pour ^ = 


Ces conditions ne suffisent pas pour definir coinpletement la function 9/,(:), 
car si 0 (.-) est une serie de la forme (5) (§ I) et de la seconde espkce, 9/, (.') + 0(^) 
y salisfera comme 9p(.^). Mais nous choisirons pour notre fonction 9^(.') 
une quelconque des series de la forme (5) (§ I), qui satisfont aux conditions 

enoiicees. 

Considerons „ne »drie quelconque de la tome (5) {§ 1) el de la premiere 

espece 




■ S, 
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Supposons qiie la partie entiere de la fonction rationnelle 
se red nil a 

Bq - f- -f- B2 5- -f- . . . -i- B 2 //f, , 

on verra aisemeiit que le point co est, pour la fonction tlietafuclisieiine 


%{ z ) ~ B, 0i(5) ~ B2 62(5) — . . 02 ,., (5), 

un zero d’ordre 2 m an moins et par consequent que cette fonction tlietafuclisienne 
ne devient pas infinie pour ^ ™ — — • 

Cela pose, envisageons la fonction suivanle : 


Yj«+o,- 

Gonsideree coixime fonction de s, elle n’a d’autres infinis que les points 

_ a,: a ■+■ p,- 
^ , 
yia -h oi 

c’est-k-dire les points correspondants de a. 

Gonsideree coinme fonction de a, c^est une serie tlietafuclisienne et elle 
adinet comme infinis : 


Les points a= c'est-a~dire les points correspondants de z; 

0 

2° Les points a = — ~ ? c’est-a-dire les points correspondants de a = 00. Ces 
points sont des infinis d’ordre 2m — i. Quant au point a = oo liii-meme, c’est 
pour notre sdrie un ze'ro du premier ordre. 

Gherclions la partie entiere de la fonction rationnelle 


z ~ a’ 

nous trouverons 

On en conclut que la fonction tlietafuchsienne 

Q{z, a) = a) + 0 „(a) +^2^-2 0 , (a) 02,„-2(a) + 02„,_.(«.i 

n'admet pas comme infinis les points a= — ~ • 
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En consequence elle n’aura d’autre infini que les points 


le residu correspondant sera 


a/5 

a — — T-j 

Y/5 -4- 0/ 


Sou (z. une substitution quelconquede noire groupeG. La fonclion 

\~’ Y-® °/ 




- 4 - S 


sera comme 9.{z,a) une fonclion thelafuchsienue de a; elle n’admetlra comme 
elle d’autre infini que les points 

-+■ 

a = -T>- 

7^5 -T- 0/ 

et avec les monies residus; done on pourra ecrlie . 

(6) (Y- “) 

«(a) dfeig„.al u«e tonclioa Uidlatuchsleme de«, susceptible d’dl.e .uise sous 

la forme (5) (§ I) et de la seconde espece. Posons maintenant 

\{z) - A,/a(5, i^). 

En rapprochant les equations (5), (6) et ( 7 ), on Irouve aisement ridenlite 
sulvante : / - , o v 

qui » lieu pour loule. les subslitutious (s, Ju groupe G. II suit de li, 

que A(s) pent se mettre sous la forme 

<«) 

F(*,rl desigii«nl unefonction rutiounelle de X el de y. Or, la fonclion \(o) 

,adm.l ? mfmis dislincls o„ c, q>t‘ «“ “ ° ? 

admet pas d'.utce i. distance rmie. On pourrait done consm.ir. nne to.cuon de 
la forme (8) admelUinl ? Inlinis domms el nen admelt.nl pas d autre. Oi, nous 
avom, v„ ,« pamgraphe VI qu. cel. et.lt impossible. Done rbyp.these lane an 

debut etait absurde. ' 


H P. - II- 
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Oa en conclut comme dans les irois paragraphes precedents : 

1° Que toutes les series de la forme ( 5 ) (§ I) et de la seconde espfece ne 
peuvent s'exprimer lineairement a Paide de ^ i d enlre elles j 

2° Que toute expression de la forme (2) qui n’a pas d’infinis pent se mettre 
sous la forme ( 5 ) (§ T) ; 

3" Que toute expression de la forme (2) peut etre exprimee par une serie de 
la forme ( 5 ) (§ I) (pourvu que i) ; 

4“ Que toute function fuchsienne peut 4 tre egalee d’une infinite de manieres 
au quotient de deux series de la forme ( 5 ) (§ I). 

Considerons la fonction 

\ l — /n 

Ti) 

Supposons qu’elle admette une infinite d’infinis ^2, • • - 5 -Saj • • •) avec les 
residus A,, Aj, A/,, .... Supposons de plus qu’on ait 

= B/i -3/^-1- B/i— 1 -I- Bi^ -4- Ai (3:), 

{z) lenclant vers une limite fmie qiumd croit indefmunent. On aura iden- 
tiquement 

( 9 ) A ( 3 ) = Ba + B/i-i H- . . . -h Bi * 

/•=i 

Cette identity se d^montre de deux manieres comme I’identite correspondante 
du paragraphe V . 

Un cas particulier bien remarquable esl celui de n = \. 

Dans ce cas les substitutions du groupe G se reduisent a 

\cz d cz ->r a J 

a, fe, c, d ^tant des constantes, K etant un nombre reel positif et plus grand 
que I, et I’exposantppouvant prendre dans les diverses substitutions toutes les 

valeurs enti^res positives ou negatives. 

Void comment on peut former les functions fuchsiennes dans le cas qui nous 
occupe. Soit f{\) une fonction doublement periodique admettant les pe- 
riodes 2iir et logK. La transcendante/[log(^J^)] sera alors une fonction 
fuchsienne. 
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pur e\,eiuple, 

/, h h \ /, az ■+■ b\ , az-^ b 

I , J, = on hog j dn {log 


lies e 'X press i«vus cl.t‘ hi forme 


|.H>urroiit s'eerin* 


{az H bf^{<)z -h 


f{\) (h'si^uaat toujmirs tiue f()ii<rl/i()ii (loubleineiit periodiqiie. 
lies st‘ri(‘s i tie lu forme (5) 1) devleadroiit d’autre part 


, , , / ... (I z b 

K//U CP 7 

-lyn ‘ \ G z H a 


tltiiiU l'algoruhm<‘ truue fouetloii ratiouaelle. 
l^^iiloiis les (‘vpresslous (lo) et (i i) el laisons-y 


il viemlra 


a s 4“ b __ 

C.3 4- d ’ 

f(^) = o(K^e^). 


Oil (ihUftiU a'msi le ^l(■vt!loJ.^)eluent d’une foaction doublement pdnodique 
tie 5 .suiviuil uiie sdrie tlmil les terines sont des fonclLons ralio^lles de et Si 
an <le on avail pris pour variable independante ti = le premier 

n.e.nhre serail uue i'uueliou doublement pdriodique de vi, et, dans la sene du 
*.(u:oud ineiuhrii, tons les termes seraienl des fonctions rationnelles de sinr, 
et eosT). Nous relrouvons par une voie ddtournde un rdsultat auquelJacobi est 
parvenu direete.nent et d’oi'i 11 a lird tant de belles consequences. 

Vovous main.enant ee quo devient la foriiiule (9) dans le cas particulier qui 


nous orrupo 
On a 


A ( 3 ) = ( a 3 H- /■> ( c 3 + of )"’"*/( h. 


/(= , .-•taut ton jours une tbnctlon doublement pdriodique. 

On a d’aulre part dans le -second membre : 1 ^ 

- * ;i njcfS de voir Que, dans le cas 

I . j.. / h -S : inais il Cat aise ae vun 

I** l)u poljuiHuti (III uegre n eu 
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general, c’est-a-clire a mo ins que 




le degre h ne pent depasser sm — 2. On pent done le regarder comme un poly- 
nome homogene de degre 2m — 2 en ) et {^cz d). Si on le divise 

par {az -f- {cz + H prendra la forme suivante : 

P m-l Pm-i )? 

et designant des polynomes de degre m — i en et en^"^. 

Un ensemble de termes^ qu’on pent grouper de la facon suivante : 

soient z^^ les q infinis distincts de k{z) et supposons qu’il n’y en ait 

pas d’autre; soient A^, A^, A^ les residus correspondants ; soient ?2, 
^3, . les valeurs correspondantes de Groupons ensemble tons les tenues 
de la forme ~ ^ qui correspondent a des infinis qui ne sont pas distincts 

de z=: Zp* Leur soinme sera 






Comme on a d’autre part 


(az + (cz -f- 

trouverapour la fonction doublement periodique /(^) I’expression suivante : 




+ 7, An(ce^/'— a 


) 2 ,« y 

V c e^r — aj 


2 m — 1 l^mi Qil — rn)^ 


IX. — Cinqui^me famille ; genre z6ro. 


Je crois inutile de multiplier da vantage les exemples. Geux que j’ai ^tudi^s 
jusqu’ici suffisent en effet pour faire voir comment on doit appliquer les 
principes gdn^raux k chaque cas particulier. 

Je veux cependant, sans traiter compl^tement les questions qui les concernent, 
dire quelques mots de certaines fonctions remarquables de la cinqui^me 
famille. 
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Considerons un polygone Ro Umite de la facon suivante : II aura 2/i c6tds de 
la premiere sorle et un c6te de la seconde sorte; je suppose que ses sommets 
soient, en suivant le perimtoe dans le sens positif, a„, a,, aj, a„, a„+,, 
a„+2, din- le suppose que le c6tea«a„+, soitde la seconde sorte el lesautres 
de la premiere sorte, de telle facon que les cdtds aoa, et aoa,,,, a, et a2n0(.2„_, , 
ajas et a2n_(«2H_2) " enfin a„_,a„ et 

««+2 a«+^ , soient conj ugues et par consequent congruents .Sion laisse de c6te a« 
et a„+,, tons les sommets seront de la premi^ire categorie et se repartiront en « 
cycles ferm^s. L’un des cycles ne comprendra que le sommet les autres 
seront formes respectivement des sommets a, et et aj et a2„_2, 

enfin a„_, eta„+2; de sorte que les angles curvilignes a*, a,+a2„, a2 + a2«-M---, 
an-i + a«+2 devronl etre des parties aliquotes de 2%. Quant aux angles a„ 
et a„+, , ils seront forcement droits, puisque les c6tes de la premiere so^e 
et a„+, a„+2 coupent orthogonalement le cercle fondamental, dontle cote a„a„+, 
n’est qu’un arc. Nous construirons ensuite un polygone R; syra^tnque de Ro 
par rapport au cercle fondamental. J’appellerai a' le sommet de R; qui est 
symdtrique de a,- par I’apport au cercle fondamental. 

On voit aisement que le polygone Ro est de la cinqui^me famille et du genre 
zdro, et qu’on peut s’en servir pour definir un groupe fuchsien et une infinite de 
fonctions fuchsiennes. Celles-ci peuvent toutes s’exprimer rationnellement k 
I’aide de I’une d’entre elles que j’appellerai 

oc=f{z). 

Comme on peut clioisir d’une infinite de manikres, parmi nos fonctions fuch- 
siennes, une d’entre elles k I’aide de laquelle toutes les autres s’expriment 
rationnellement, la fonction a; =/(^) ne serait pas complktement d^terminee 
si nous n’ajoutions quelques conditions de plus. 

Soient |3 et y deux points du c6t^ de la seconde sorte ; je supposerai 

qu’on a .. q. 


Je poserai ensuite 


f{%i) = ai, ‘ /(ai) — 


Le polygone R« + R'„ dtant symetrique par rapport au cercle fondamental, on 
peut voir, par un raisonnement analogue k celui du paragraphe precedent, que 
les nombres at et a’l sont iinaginaires conj ugues. 


MKMOIRE Sim LES EONCTIONS El’CHHlENNES. 


Ii54 

Posons maiateiiant 



la fonction p satlsfera k luie equation (UHenuitielle do la ftiriuo i d ln\s i i I\ j 
puisque le groupe luchsieii correspoudaut osl dt* goiire C lotto oquatituu 

comme on le voit aistinient, pent s’eerire : 


(3 bis) 


(Pv _ i ) 

^ “‘’iWTF’ 


Q(a;)(5tanllcpro<luil(a;— ao)(.'r~a'„)(;r a',) i.f <i„ iit.r a„ , i 

etP(a;) eliuit uu pDljuoini; do (Icprt- \rt \ cn ./•, nyanf titiis ses 

rivals. 


X. R 6 sum 4 , 

En etudiaiit les exeinplc^s prdeodiuils^ j^ii r(UM‘oiitrd dillorouts r^'sultats qui 
soul coinmuns ioute.s les fonetions ru(disioMn<‘^, Jo no md^ pas utl!<* irrii 
donner la dernonstration dans le <us le plus gihioral; oar olio no dillVrrorait pas 
dc celles que nous avons donndos dans los divers oas |>atlJo'uiif«rH ot jo sorats 
cnlrauu! a des redites sans int<ir(}t» Je me bornorai done a los tbionoor toi sniis 
* forme de rdsuim!.. 

Formons avec nne fonction rationnelle (pmleoinpio Hi’ 5) la siddo thtUio- 
fuchsienne 

( > ) 2; “ ^ t - h 1 5 J ! f S (I . 

Cette sdrie pourra toujours se lueltre sdus In forme 

<’* m"nr.y, 

F(ar,.r) (lesi},maat uue function ralloiuiclle tlr <:<•>; dmix fon<-ii.,ns fn. lisi,-uu<-H .r 
(it jp, a I’uide dcisquelkis Louies les autres s'exprimcnt raliouiicllcmfut ot cntrc 
Iesqu(dl(!.s il y a unc relation algdbriqin; 

0) 4'(*»r) = o. 

Pour qu’uuo (ixpriission d(! la forme (a) puissi* se meltn- sous ta foi toc m .. 
il faut qubille s’annnle quaud ? vieul en uu des som.nels d • I., deuxii-om .Mtr • 
gorie du poljgone Ho- 
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A cette condition, toute expression de la forme ( 2 ) peut se mettre sous 
la forme ( 1 ) pourou quo m soil un entier plus grand que i. 

11 en resulte que toute fonclion fuchsienne peut se mettre d’une mfmite de 
manieres sous la forme du quotient de deux series telles que (i)- 

Les series de la forme (i) sonl de deux especes : celles qui ont des mfmis et 
celles qui n’en ont pas. Ces dernieres peuvent s’exprimer lineairement a 1 aide 
d’un nombre fini d’entre elles. H y a done entre les series thetafuchsiennes de 
la deuxieme espece une infinite de relations lindaires. 

Voici une de ces relations qui peut servir de point de depart pour trouver, 
sinon toutes les autres, au moins un grand nombre d’entre elles. 

Soit (z une substitution quelconque du groupe G. On aura identi- 

\ ’ Y-2 ° 

quern ent 

e[z,H(z)] = 0 H ('1^ + 

Coiisiderons iiiaiuteiiant une fonclion de la forme suivante . 

F(^, y) designant toujours une fonction rationnelle et m un entierplus grand 
que I . Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand s vlent en un des 

sommets de la deuxieme categoric de Ro- 

Soit q le nombre des Infinis dlstincts de A(s); soient .s,, .ca? • • • 1 ces 
infinis dlstincts; A,, Aa, Ay les resldus correspondants ; soit cp(3) une 

fonction rationnelle quelconque de s n’ayant pas d’infini a I’int^neur du cercle 
fondamental. 

On aura identiquement 


.\(3)tp(2) = T 2 


A/, CD ( ) 

XT' V' 


A==l / = 0 -3 


1^/ 




si les foncllons fuchslennes n’exlslent qu’ii I’interieur du carcle fondamental, 


A = r/ /■ = 0 


(4 bis) 


-(-.-I E 




256 


MEMOIRE SUR LES FONCTIONS PUCHSIENNES. 


[P(;5) etant im polynome eiitier en si les fonctions fuchsiennes existent 
dans tout le plan. 

II en resiilte que toute fonction fuchsienne pent d’une infinite cle manieres 
se mettre sous la forme du quotient de deux series telles que (4) on 
(4 bis). . 


XI. ~ Historique. 

Si on laisse de cole les fonctions doublement periodiques , les premieres 
fonctions fuchsiennes qui aient ete signalees sont les fonctions modulalres. 
Elies se presentaient pour ainsi dire d’elles-memes dans I’etude des transcen- 
dantes elliptiques, et leurs proprietes principales, en particulier celles d’etre 
uniformes et d’admettre une ligne singuliere essentielle, out ete remarquees 
depuis longtemps. D’ailleurs les travaux dont elles out ete I’objet et les resul- 
tats remarquables obtenus dans ces derniers temps par MM. Hermite, 
Dedekind, Fuchs et Klein sont trop connus pour que j’aie besoin d’insister. 

Mais il est une autre categoric de fonctions fuchsiennes dont Texistence a 
etd signalee d^s 1872. Ge sont celles auxquelles donne naissance I’equation 
hyperg^oinehrique de Gauss; ces fonctions ne sont qu’un cas particulier de 
celles que nous avons etudiees dans le paragraphe V et on les obtient quand 
le polygone Ro considere dans ce paragraphe est symetrique et se reduit a un 
quadrilat^re. 

Dans un Memoire insere au Tome 75 du Journal de Borchardt^ M. Schwarz 
annonce sans demonstration que ces fonctions sont uniformes et admettent un 
cercle comme ligne singuliere essentielle. G’etait du mdme coup annoncer la 
discontinuite du groupe correspondant, comme je Taideja fait remarquer dans 
I’historique du Memoire sur les groupes fuchsiens. Malheureusement, detourne 
de ce sujet par d’autres etudes^ M. Schwarz s’est borne aux quelqiies lignes 
qu’il avait consacrdes a ces transcendantes et n’a pas pousse plus loin ses 
recherches. 

Dans un autre ordre d’id^es, M. Schwarz avait obtenu d’auti*es resultats qui 
se rapportent indirectement a notre sujet. Dans divers Memoires insures aux 
Tomes 70 et 74 du Journal de Borchardt et aux Monatsberichte de FAca-* 
ddmie de Berlin, M. Schwarz a demontre d’une mani^re rigoureuse le principe 
dit de Dirichlet etda possibilite de V Abbildung du cei'cle sur une figure plane 
quelconque et en particulier sur un polygone limitepar des arcs de cercle. S’il 


MlhtOIRK sun LKS FONCTIONS FUCHSIENNES. 


257 

avail (‘umm las coiulilioiis de discontiiiuite des groiipes, ii aiirait pu 6tre 
roiuluit ainsi a d(hu(uilr<‘r Paxisleiice des foiicUons fuchsieimes dans le cas 
|Hu1 ietilitM’ oh le polygene Ro syinetrique. 

J'aurals done ]hi me servir de ces result, ats, mais j^ai pi'efere suivre une 
auire voit^ : 

i“ Parian (|ue nnxurais pu demonlFcr ainsi I’exislence des foncUons 
fuelisienaes dans <‘as oh io polygene Ro n’est, pas syiiK^trique ; 

l^iiaa‘ (jm‘ les d(‘‘vel()|)peai(uil,s en s(h‘ies dont j’ai fait usage me donnaient 
in>u senleimuil la d<‘*monsi ration d<i rexisl.ence de la lonction, mais son expres- 
sion analytiqme 


MEMOIRE 


SI* II 


LES CROUPES KLEINEE.XS 


I » I 


icra maihetnatlcit, i. p. /jp p,?, ; jHKI, 


I. — Substitutions imaginaires. 


Daiis tin Mdmoiro anterieiu' (“), j’ai <!tu(li(! Itts };rmt|)fs iliscontimm lornn*'. 
par les substiiutioiLs lint-uircs i'l coeflki(iul.s m;ls Duns In pr.^cnt inivail, j’lii 
l’inlenlion(rexposev(inelquc.sn!,siiliul,s relulils aux j-runpcs dn snl,sliinti»ns 
Imc'aircs i'l coefticinnLs imaj-inaires. Ces .snlisliunitms sn nlasscnt uattiffilmnriH 

en quatrc categories, conune oii va le voir. 

Salt 

uue sulislituliou (|ueleoa(jue ou je su|)pose ton jours 
Si I’on a 

(a -H 8 

la subsliluiion peui sn meilre sons bt 

(ri:;,’ .:Z7, ' '^)- 

a et K elanl des constant, cs. On dii aloes tin’.dlo v.t parHimliuur. 

Si ,roii a 

(=1 ' 77 ,'''!"“’ “"P'-i.ae It- H sq.ic,„|„,. .ss.i, 

( ) JlKoue d,'s groupes fudmem, w Tome, p. n.S-n.H. j,; ' ^ 
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2 5 9 


la SLibstitLition peul se mettre sous la forme 



a. 


h, K elant des constantes. 

Sl ron a 

(a -h o)2 reel positif et > 4, 


K est reel posilif et la 
SI. Tou a 


substitution est hyperbohque . 
(a-i- o)- reel positif et < 4, 


K est imaginaire ou negalif et a pour module i, la substitution est elliptique. 

SI enfin (a -j- o)- est Imaginau'e ou negatif, K est egalement imaginaire on 
negatif et la substitution est loxodromique, 

Une propriete commime a toutes ces substitutions lineaires e'estde transtor- 
iner les cercles en cercles. Repi'esentoiis, en eflet, a 1 exemple de M. Heimitc, 


les cpiantites Imaglnaires conjuguees de t/., e, ... par la notation Tq, .... 
La substitulion 

(0 

pent s’ecrire 


V®’ Yo-o-r-oo/ 


L’equation generale dam cercle s’ecrit d’ailleurs 

(9.) C = o, 

A et C etant essentiellement reels (^), et il est clair qu’on retombei'a sur ce 
cercle (2) en appliquant la substitution (i) au cercle dont voici 1 equation 

A.(olz -h P) (oto^o-l- po) -t- B(xz -4- P) (yo^o-H ^0) 

•4- Bo(y*^ •+• S) (ao^^oH- Po) H- C(Y'^ (Yo^o+- ^0) = o 

ou bien 

(3) Aaao -f- BaYo-T- B oY°^o+ ^YTo) 

H- z (AaPo“i“ ® ^oYPo H-^ySo) 

-H .So( Apao-1 - B Pyo + -hC^Yo) 

4- ( ApPo -1- B pSo 4- BoSpo -e CSSo) = 

Ecrivons maintenant Fequation d’une inversion par rapport au cercle (2), 

(<■) Poar que le rayon dn cercle soil I’eel, il faut encore que BBo — AG > 0 . On verifie aisenaent. 
que Fexpression analogue formee avec les coefficients de rdquation (3) est egale a 

(BBo— AG) (ao — Py)(«o 5 o— Po Yo) = BBe— AG 

N E N 

et par consequent positive. 
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a()o 

c’est‘-iV<lire <l(; roperailou (jui rorisista? a (‘lian<;<‘r uii |ioirU <[iM‘h’taajHr :: vn ^hii 
livmsfornN* par rayons ve("l<;urs r(M'ipro(|m‘s, {ni pianiatrl pour |M\!r <ir la nvifi^« 
lonnatioii le, mUre (In (a‘rnl(‘ py) el pour paranji‘li‘<Ml(‘ la I rioisfaroial itui if rarri' 
du rajori de (a* <‘rrnl(‘. \ oi<‘i (‘(juation : 

Suit / i<‘ ininsforuH* di' :? par (*eiU‘ inNiusion, on aiuo 

' ' T aTa'^u H;r 

Soirat (j| (U. do {■nr('ii‘s (pi<d(‘ou(puvs, ol app<‘I<>ns l| <*t l.j iuN^OHina* 

opto'r(‘s resp(M'l iMonriU par ra[)purt a rrs d<‘u\ rtuadns. Si nouv rai^uji^ '^uiiir a 
un ]>oiiU. <ju<d<‘ouqu(‘ rinvnrsiou puis ldn\rrsion 1.^, I’opt’raliou rrstillauO^ 
pourra n‘pr<‘Si‘utnr par la aolatiiui Itly** "'<‘ra uuu sulist it ut itui liu<*airr* 
(‘(Mume il esl ais(* dn s^ui assurin', (anh' subsiiiutiuu sura jstratadiquu li‘% 
deux (ao'cles („lj el d.^ se tuiudunrl, tdlipj ic|U(‘ s'ils sr larupent, <*l hy |aTliuliijiN.» 
sols ne se coupeiit pas. 

Siippos()iis ([u\hi (‘liulie la rdsultruUe noo plus de deu\, unris tie plusieuis 
inversiuus siu'cessives. Si t'es iiutn'situis sunt. t‘u luuiiibre pair, la resultaiite 
sei'a una sulrstilut.iuu liueainq si cdltss sunl tni uoauhr** impair, la resultaiitr 
sera una 0|>eralioii plus <'uiupl(‘\a cjui |>ouria etn* re^ardet* (auuiiu' iiue siibsti 
(ait inn liueaira suivia (rune iuvai'sioiu Ih* phts. (itutt* stilistitutiun 
d//*e reg(trdt*<u:ruiie in de tnanieres ro/nme la resniifinie tl'nn mnnh-te 
pair d *in Persians, 

la; i^Toupt* uhtiuiu an aund^innnl de di\(*rs(vs umni(*r(*s U*s diflereriles iitier-*' 
sions iiuagiual)l(‘s ('untienl dune (out<‘sI(ss sid>st itut tuns liueaires. 

Peso ns 

- — $ ■ H f, s/'^i , 

^ <*l r, s(‘runt l(‘s ('(turthtuiuo's tFun point rapri'stnUatif d(‘ ^ dans >t*n plan. 

donsiderons inalnlananl un point (|ueleoii(|ut% non plus dans le platt nnus 
dans 1 espatos el suient^, s S(‘s (‘oord(Utnec‘s ; je su|)poseral I pusitif de te!}«* 
laeon (pie 1(* point eonsid(*r(‘ soil au-d(*ssns dn plan des < hi a vu <ptf* la 
suhslllnlion (i) (‘hanp^e un [louit (jiudeoinpu* Yj du plan dt's loi un aulre 
point de e(‘ nnhtu^ plan, Nous allons (!f(»ndr(* la dtdiuilion i!e la sidisU 
tution(i) dc‘ faeon (pFcm puissii applicpnu* eetti* suljstituiiiun nun seulemml 
a un point dn plan niais a tin point tjnelt'oinjue de Pespate, da suf* 
stilution (i), nons 1 avons \u, pent ^Ire regardeit eoinnie la resultaiUe ddui 
(*(*rtain nondin' (Pinversions faites sneeessiveineiU par rii|)|Hu1 a en tains * vu Ir * 
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du plan des que j’appelle C,, Co, C«. Soient S,, Sj, les spheies 

qiii ont mdme centre el mdme rayon que ces cercles. Gonsiderons I'operaUon 
qui consiste a effecluer n inversions successivement par rapport aux spheres 
Si, So, S„. Cette operation, si on Tapplique a un point du plan des ne 
dllTere pas dc la substitution (i). On pourra done defuiir encore ainsi la substi- 
tution (i) quand il s’agira do I’appliquer a un point de I’espace situe en dehors 

dll plan des 

Une inversion par rapport a I’une des spheres S,, S,, ..., transforme les 
sphtn’es en spheres; elle transforme en lui-m 6 ine le plan des^r, ; elle conserve 
les angles ; elle transforme toute figure infiniment petite en une hgurc inhni- 
mcnl petite semhlable; toutes ces proprieles appartiennent done a Iciir resul- 
lante, e’est-a-dire a la substitution (i) generalisee. 

Supposons que I’inversion par rapport an cercle C,, pin' exemple, change un 
certain cercle K du plan des enun autre cercle K, de ce mdme plan. Soient 
S et S, les spheres qui ont meme centre et mi^me rayon que Iv et Iv,; il est 
clair que 1 ’ inversion par rapport a la sphere S, changera S en S,. Si done 
la suhstitution (i) change le cercle K en un certain cercle K„, et si S et S„ 
sont les spheres qui ont meme rayon que K el K„, la substitution (i) genera- 
lisee changera S en S„. En elTet, la substitution (i) equlvaut a n inversions 
operees respectivement par rapport aux cercles C,, Ca, ..., C«; ces inversions 
cliangcnt successivement le cercle K en K, puis en Ka, ... pui-s enhn enK„. 
Soil Sj la spliere qui a meme rayon el mdme centre que K;. La substitution (i) 
generalisee equlvaudra a n inversions operees respectivement par mpport aux 


sph(^res S|, S2, Sj 


3? 


et ces inversions cliangeront successivement la 


sphere S en S,, puis en Sa, •.•, pui® enfin en S/j. 'J.f.d 

Pour justifier la definition precedente, il faut etablir ce qui suit ; 


La substitution (i) pent dire regardde d’une infinite de manieres comme 
la resullante d’un nombre pair d’inversions operdes par rapport k divers cercles 
du plan des Les cercles C., Ga, C„ ne sont done pas parfailement 
determines. Il faut faire voir que la suhstitution (i) generalisee est cepen- 
dant une operation parfaiteinent determinee. Supposons, en effet, que la 

substitution (i) puisse etre regardee : 

D’une part, comme la resultante de n inversions operees par rapport aux 

cercles C^5 C2, •••, C;i; 

D’autre part, comme la resultante de p inversions operees par rapport 
a p aiiLres cercles Co? ••*7 plan des 
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Soil 1'^. la spliere qui a inenu* ol moait‘ ritvoii ([uo 

Soil Ilia iuleiiaiil un |ioiiil P <[uoIcoih|u<‘ (1(‘ Pospaia* ; aj>|>li<|HiiiiN In! siii*orH- 

sl\(*ni(‘iil les iinersioiis jiar ra|)|HU'l aii\ sphoros 1’,, 1'.^ ; imhis oPlioii 

(Irons tin (‘crlain poiiU f). \ ppliiiuons inainnniunl au puini P siHa*rHsi\ 
l<‘s iuvao'sioas par ra|iporl anx splioi'os 1'^ 1'^,, lions oht iinnlroiis nii 

('erlain point Q'. Appelons <‘i‘s <l<‘ii\ op<*ralions (P, iV}, ^ Ps 0''i: nllns 
lonl loul(‘s (l(‘ux a la dolinilion (1<‘ la snhslilntion (i ) |4<ni<‘ralls<’a\ il faiil tioiiit 
(l<*nionlrer (|ue les (ItMix poinls ri ( y (‘oinrithnU, Mli Irion , nous pniiMiiis 
laire passor par 1(‘ point l> irois sphor<‘s S, S\ S% a^anl lonrs lanitroH ilatin In 
plan (l(?s el (‘oupanl ('e plan sni\ant irois -rands an'vlv^ l\. k \ I\". 

La suhslilulion ( i ) (‘luuij^in'a ('(‘s irois -rands (anavli^s on Irois ant rt's oinados |\ ^ , 
Iv^ el IVj dn plan d(‘s ^T|, Soiinil Sj, S^j i^l hvs splioja^s qni out nn'ino ooiilrf 
(d nn^nhM'avnn ([ue e(‘s (aoT roperalion ( P, <)), <|o nidnn* quo Poporatioti 
( ^ A ^ lian^c* S, <‘l cm S j , 8 ^ ot 8^ , I a‘ point i), di* nioino quo It* poinl 

se ironvt' done a 1 iuierseci itni d(^s Irois splior<‘s 8, , 8^ t*l 8^. Dime <*os dmix 

poinls eoineulenl. Doin^ la suhslilulion (i ) -(*n<'ralis<‘o <*si nut* tipiunlton par 

lailenunit (l('i(‘rtnin(a\ , 

11 rcslc a irouver I<-.s (•(juuliniis tie cclIe tipt-ralitm. Pimt- tliMinir iiii |i)tiiil I* 
tic; 1 espncc, nous em|)loi(!roiis les irois coortloiuit'es siiivantc'' 


rs J — ir>. 


pH ; j 


K eLiuU sii|)posc; posilif, ces trois coordouat'es siiflisent pour tleliiiir eoiii|tir!e. 
iiK'tU le point I*. 

SoieiUp'-*, s' et 3'„ l<!s Irois I'oordoimees dn point () tr.tnsioniie tie I’ par la 
subsiiiniion (t) fitnieralisee. Expriinons tpie le point I* se trmive snr la -.pliere 
(pit a jutlme centre; et uitliuc rayon, cjue le cerele (,'{); j'ai a eerire 

e p®( Aotao 4- Bayo-H -h Of/o ) 

5 (A ot|iy-}“ Hao0 «»H BoyI^o ‘f- t-^YOo) 

•"f* .Sy ( A p OCy -r- B Pyo *1" By 0 IZy 4 '“ ^Yy ) 

-h (App„4^Bpay O-Byapy • I C a5y ) ■:■■■: O. 

wSi le point. I> est. sur lu spliert; tpii a inthne^^eentre et ra\,m .jno h- 

eerc1<;(.5), le point Q devra se trouver sur la split-re tfui a nn'-me reiitx-.* et 

lueine rayon quo le cercle (a) transform^ dc(;{) par la substitution ( i c d’on 

l’(;quulit>n 


A p'H -f. B 3' By Q 
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Ces deux Equations, si I’on y regarde A, B, Bo 6t G comme les inconniies, 
doivent ^tre equivalentes. On a done 




P^ccciq 4--3aj3o-l“'SoPc£o“^" (^(^o 
p-7Yo-+" ^o^To"+* ^^0 

p-aYo‘+" + ^0 PYo ■+■ ^ 

P^YTo"^ ^Y^o ’^0 ^Yo'+" 
p" Y ^0 ’•+• Y Po 0 scq -4- 0 [3o ^ 
p-YTo"^ ^YOo- 5- ^0 ^Yo + Soo 


Telles sont les equations de la substitution ( i) generalisee. 

Passons aux proprietes generales de cette substitution. 

Si la substitution (i) est elliptique, elle change en eux-memes tous les points 
dll cercle C qui passe par les deux points doubles, qui a son centre dans le plan 
des ail milieu de la droite qui joint ces deux points doubles, et dont leplan 
est perpendiculaire au plan des Elle change egalement en eux-memes une 
infinite de cercles dont la propriete caracteristique est que toutes les spheres 
qui passent par ces cercles coupent orthogonalement le cercle C precedemment 
defini. Nous appellerons ce cercle C cercle double de la substitution ellip- 
tique. 

Si la substitution (i) est hyp erb clique, il n’y a que deux points de 1 espace 
qui ne sont pas alteres par la substitution : ce sont les deux points doubles 
situes dans le plan des La substitution change en elles-niemes toutes les 
circonferences et toutes les spheres qui passent par ces deux points. 

Si la substitution (i) est parabolique, il n’y a qu’un seul point double Inaltere 
par cette operation qui change d’ailleurs en elles-memes toutes les circonfe- 
rences et toutes les spheres qui sont tangentes au point double a une certaine 
droite du plan des i*/i. 

Supposons enfin que la substitution (i) soil loxodromiqiie, elle n altereia 
pas le cercle C qui a pour diametre la droite qui joint les points doubles et 
dont le plan est normal au plan des . Mais, a Pexception des points doubles, 
Tlie alterera tons les points de ce cercle. 

En resume, toute substitution qui n’altcre pas iin point situe en dehors du 
plan des ^7] est elliptique. 

Nous avons vu plus haiit que la substitution (i) generalisee translorme toute 
figure infiniment petite en une figure infiniment petite semblable. Gherchons 
le rapport de similitude. Si Ton considere une inversion unique, il est evident 
que les dimensions homologues de deux figures infiniment petites transformees 
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Tune et I’autre, seront enlre dies comme les coordonnees ^ des centres de gra- 
vite de ces figures. T1 en sera done de mdme quand, au lieu d’vme inversion 
unique, on envisagera la resultante de plusieurs inversions, c’esl-a-dire la 
substitution (i) gene'ralisee. 

Si done on appelle ds, iw ou dv un arc de courbe infiniment petit, ou 
line aire plane ou courbe infiniment petite, ou un volume infiniment petit, 
et si C est la distance de cet arc, de cette aire ou de ce volume au plan 
des \-r\ \ si Ton appelle ds'^ d(o' ou dv' les transformees de rZs, cZco ou rZr par 
la substitution (i) generalisee, et si est la distance de ds , do) ou dp au 
plan des on aura 

ds ds' clio civ dv 

( 6 ) 

INoiis diroiis C[ue,clcLix flgiirGs soiit coii^'riisiitcs lorsc|ii dies sciont titiiistoi- 
111668 Puii 6 cl 6 Pc\iitr 6 par une operation telle c[ue la SLibstitutioii (i) gtiit‘~ 
ralisee. 

Nous appelleroiis L cl’ mi arc I’iiitegrale 

r ds 

J K' 

etendue aux differents elements de cet arc. Nous appelleroiis S d’une aire plane 
ou courbe, I’integrale 

r d^ 

J 

etendue aux divers elements de cette aire et eiifin nous appellerons V duin 
solide I’integrale 

r dv 
J ' 

etendue aux divers elements de ce solide. 

11 resulte des equations (6) que deux arcs congruents ont meme L, que deux 
aires congruentes ont m^me S et deux solides congruents meme V . 

Supposons malntenant qu’on enleve aux mots droite et plan leur slgnlfica- 
tloa pour appelerrZ/'Oftc ou plan toutc circonference ou loute splrcre qui coupe 
orlhogonalement le plan des Supposons aussi qu’cnlevant aux mots lon- 
gueurs^ surfaces el volumes [enr signification, on appelle ainsi ce que nous 
venons d’appeler L, S et V. Supposons enfin que I’on conserve aux mots cir- 
conference-j sphere et angle leur signification babituelle. On reconnaitra alois 
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qu’interpreles de la sorle, tous les theorfemes de la g^omarie non euclidienne 
de Lobatschewski, c’est-a-dire de la geometric qui n’admet pas le postulatum 
d’Euclide, sont parfaitement exacts. On volt aussi quel lien il y a entre la 
theorie des substitutions lin^aires et la geometrie non euclidienne. G’est de ce 
m^me lien que M. Klein a fait usage pour trouver tons les groupes d’ordre fini 
contenus dans le groupe lineaire. 


II. — Groupes discontinus. 


Je me propose de former les groupes discontinus qui sont derives d’un 
nombre fini de substitutions lineaires a coefficients imagmaires. Mais, ayant 
d’aller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n’avait pas de raison 
d’4tr.e dans la theorie des groupes fuchsiens, mais qui esl ici d une importance 
capiule. Cette distinction a ete tres nettement etablie par M. Klein [Mathe- 

matische *7®)* 

Nous appellerons substitution infinitesimale toute substitution Imeaire 

telle que les modules de a — i , p, y, S — i soient infiniment petits. ^ 

Si un groupe contient une substitution infinitesimale, c’est-k-dire si Ton 
pent trouver dans ce groupe des substitutions telles que les quaUe modules 
cites plus haut soient plus petits que toute quantite donnee sans ^tre nuls, le 


roupe est contiiiu. ^ , 

Mais, parmi les groupes qui ne satlsfont pas a cette condition, c est-a-dire 

nrinl les groupes discontinus, il y a lieu de distinguer deux classes que nous 
ppellerons les groupes proprement et improprement discontinus. 

Un groupe sera Improprement discontinu dans le voisinage d un point - si, 
Ians un domaine D enveloppant le point on pent trouver une infinite de 
ransformes de ce point par les substitutions du groupe, et cela quelque p 
[ue so it le domaine D. 

Le groupe sera proprement discontinu dans le cas contraire. 

Si, par exemple, il s’agit d’un groupe de substitutions appliquees a une quan- 
ite reelle 5, on pourra prendre pour le domaine D le segment de droite com- 
pris entre le point .= -eetle point 5 + s; s'il s’agit de substitutions app i- 
quees k une quantite imaglnaire 5 ou a un- point 5 du plan, le domaine 
nn cercle ayant pour centre le point s’il s’agit d’un point P de 1 espace, 
D sera une sphere ayant P pour centre, etc. 

H. p. - n. 
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Pour eclaircir ce qui precede par un exemple simple, considerons le groupe 
forme par les substitutions 


ou a, y, 0 sont des entiers reels, tels que ao — { 3 y = i. II est clair que ce 
groupe ne contient pas de substitution infinitesimale, il est done discontinu. 
On voit de plus que si est reel, on pent choisir a, p, y, 0 de telle facon que 


mod 



yz-h^ ) 


soit aussi petit qu’on veut, sans eti'e nul; tandis que cela est impossible si 2 
est imaginaire. Le groupe est done improprement discontinu pour 5 reel et 
proprement discontinu pour ^ imaginaire. 

Ce qui fait que nous n’avons pas eu a faire cette distinction dans le cas des 
groupes fuchsiens, e’est que tout groupe discontinu forme de substitutions 
reelles est proprement discontinu toutes les fois que est imaginaire. G’est ce 
que je vais ddmontrer ici, car la demonslration que je veux donner de ce fait 
permettra de comprendre plus facilement ce qui se rapporte an cas plus general 
qui nous occupe dans ce Memoire. 

Soit G un groupe quelconque formd de substitutions reelles, soit z un point 
imaginaire quelconque ; supposons que, dans tout domaine D entourant le 
point 5, il y ait une infinite de trans formes de ce point par des substitutions 
de G; je d is que ce groupe contiendra des substitutions infinitesimales. | 

En effet je dirai qu’une quantite qui depend d’une variable e est de I’ordre 
de £ si elle s’annule avec cette variable et qu’une substitution est de .I’ordre 
de e si a — 1,0 — i , ^ et y s’annulent avec £. Cela pose : 

Toute substitution S qui change z en z 'Q etant une quantite infini- 
ment petite de I’ordre de e, pent 6 tre regardee cornme la resultante d’une 
substitution elliptique S qui admet le point z comme point double et d’lme 

substitution hyperbolique s qui est infinitesimale et de Fordre de e. Nous 

. ’* 

eenrons 

2 = S5. 

2” Si s et sont deux substitutions de Fordre de £, leur resultante ssi sera 
aussi infinitesimale et de Fordre de e. 

3 ® Si s est une substitution de Fordre de s et S une substitution finie, la t 6 - 
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sultante de la substitution inverse de S, de 5 et de S, resultante que nous ecri- 
rons S ( ^ ), sera infinitesimale et de Fordre de e. 

4 ° Si S et S^ sont deux substitutions elliptiques ayant le point 5 pour point 
double, elles seront permutables, c’est-a-dire qu’on aura 

(i) SSi=SiS, Si=S-iSiS. 

Maintenant, par hypotb^se, nous avons dans le groupe une infinite de substi- 
tutions qui changent ^ en^-j-^, ^ + •••? s? <^tant des quantites de 

Fordre de e. Soient S et deux quelconques d’entre elles. On aura 

S = S5, 

S et S^ admettant le point ^ comme point double, s et Si etant infinit^simales. 
La substitution 

fera partie du groupe; elle ne se reduira pas a la substitution identique (^, 
parce qu’en general S et Si n’auront pas m^me point double. 

Je dis qu’elle sera infinitesimale. En efFet elle pent s’ecrire 

ou en vertu de la relation (1) 

S^S-iSiS^i 5-18-157^871. 

Or, en appliquant les principes 2« et 3 '^ de la page 266, on verrait successive- 
ment que S^S'*, que que S{SiS-^)S~^, que (S5, que 

S , ( S 5 , 5-1 ^ 7 ') SyS et enfin que 

(S58-i)(8i85i5-iS-i57i87i) 

sont infinit^simales et de Fordre de e. 

Le groupe contient done une substitution infinitesimale, il est continu. 

Mais si un groupe de substitutions reelles ne pent ^tre improprement dis- 
continu dans le voisinage d’un point z imaginaire, il pent au contraire ^tre 
improprement discontinu dans le voisinage d’un point ^ reel. En eflfet le 
groupes fuchsiens de la premiere, de la deuxi^me et de la sixieme families. 


(^) Nous designerons, suivant I’usage, par la notation S ' la subslituiion inverse de S; par la 
notation SS, U resalta^e 4e S et 4e Sp par U notation §- la resultante de m substitutions § 
saccessives. 
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c-e,u-dlre ceu* do« les polygones gentoteurs n'o«lp.» de cote de k se»n^de 
sorte .out imptopremem dlscoMiaoc daos Ic votsirntge de toot les potots . 
oLs: Au cootrake les groopes tochsieos des au.oes taotilles soot propoemeo. 
disconlioos dans le voisinage des points rdels qoi opp.rttennent non cote de la 

seconde sorte du poljgone generateof on d on de ses Intnslomes tls ne son 

impropiement discontinos que dans le vo.sinage des points smgo lers. 

Lvenons 4 I'dtode des groopes formes de sobstitotion, nnagma.res o» plo.ot 

des sobstitotLonsplosgeneralesdertoles dans lepar.gr.phe precedent. 

Jedisqo’onp.reilgroupe ne pent Sire impropvement d.sconttnu tan 
voisinage d’on point P sitnC en del.ors do plan des 5v,. Set. en e el, un pale, 
point P situc a«-dessos do plan des E, el on doma.ne D entoorant ce po.n 
Supposons qoe, qoelqoe petit qoe soil «e do.n.ine D, .1 cont.enne nne .n 
L I,nstor,„es du point P par les sobstilotions d„ gronpe ; je d.s qne le groope 

sera coutinu. En effet : 

* 1 ^ D flistance PP' etant 

1® Soil S line substitution qiu change P en i , 

shnale de I’ordre de s; je dis qu’on pourra ecrire 

s = S5, 

S etant one sobslitution ellipliqoe dont le cercle doable passe par P et s etant 
one sobstitotion l,yperboliq..e infinilesi.nale de I'ordre de En ellet, la snbsl.- 
louon S- ebanger. P' en P. 11 enisle, -a one sobstllul.on bjperbohqoe .nlmke- 
Lle qui ebangera P en P. puisqoe les points P c. P sont inbnonent vo.s.ns, 

Je Tappelle 5-’ et je pose 


s~s 


d’ou 


S,v. 


u substitution S nklterera pas le point P i done, d’apres les 

grapbe precedent, ce sera .me substitution cllipl.qne dont Ic «rcle dmblc 

TeU- Les prineipes a- et 3" de la page M snbsistent ici, cela est evident. 
4. Si S .1 S, sont dean sobslitolions eUiptiques ayant n.e.no cede double. 


on aura 


SSi=SiS, Si=S-'iSiS. 


50 Si S. est uae substitution elliptique ayant pour cercle doub e C. ; sl C, 
est un cercle, ortbogoual au plan des h, et reucoutrant le cercle G, en un 
point P situ6 au-dessus du plan des sous un angle mfmunent petit, on pourra 
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^ Si=Si<j, 

S; eunl une substitution elliptique admettant pour cercle double et a- etant 

une substitution elliptique infinitesimale. 

Cela posd, nous avons par hjpothfese dans le groupe une infinite de iranslor- 
mations S, S,, S., • ■ • qui change P en des points infiniinent voisins. On aura 

2 = Si, Si = Siii, 22=Sji2, ■••j 

. 9 , s,, ... seront infinitesiinales pendant que S, S|, S,, ... seront des substitu- 
tions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. On aura done une 
infinite de substitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. II 
faut de toute necessite qu’on puisse trouver parini elles deux substitutions S 
et S, dont les cercles doubles C et C, se coupent sous un angle nul ou infini- 
Hient petit. On pourra alors poser 

s,= s;a, 

O' etant infinitdsiinale ou se reduisant a la substitution identique et Sj adinet- 
tant m^me cercle double G que S de telle facon qu on ait 

S'l-S-'S'iS. 

Consid^rons done ces deux substitutions S et S, el les substitutions corres- 
pondantes S, Si. La substitution 

fera partie du groupe; je dis qu’elle sera infinitesimale. En effet elle pent 


s ecrire 


ou bien 
ou enfin 


SsSiSii-* S-*sT‘ S71 
SsSj 

T = SsS-‘Si Sasis-‘S-U7‘ a-‘ S'f 


Or en vertu du principe 3" 


Enfin 


T| = SsS”' sera infinitesimale, 

Tj=ST2 S'-* « 

T5=s;t4S'7‘ » 

T=T,T5 » 

C. Q. JF. D, 
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Ainsi done, si nous envisageons un groupe discontinu, il sera proprement 
dlscontinu pour tout point P situe en dehors du plan des II resulte de la 
que toute la partie de Fespace situee au-dessus de ce plan sera divisee en ime 
infinite de regions Rq, Ri, R/, qu’a chacune de ces regions correspondra 
une des substitutions du groupe; a la region R^-, par exemple, la substitu- 
tion S/, et de telle fa^on que cette substitution S/ change R© en R/. G’est tout 
a fait la meme chose que ce que nous avons observe pour les groupes 
fuchsiens. 

Mais ce que nous nous proposons, e’est d’obtenir des groupes de substi- 
tutions imaginaires proprement discontinus meme pour les points dii plan 
des Ce sont ceux-la seuls, en effet, qui peuvent ^tre utiles dans la theorie 
des fonctions. 

Eh bien, I'appelons-nous ce que nous avons observe pour les groupes fuch- 
siens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs imagi- 
naires de de sorte que la partie du plan situee au-dessus de Faxe des quan- 
tiles rt^elles se trouve divis(^e en une infinite de polygones Ro, Ri, . . R/, — 
Comment voit-on alors si le groupe reste proprement discontinu pour les va- 
leurs reelles de -s? Si le polygone Ro n’a pas de c6te de la seconde sorte, c^est- 
a-dire s’il est tout entier au-dessus de Faxe des quantiles reelles, le groupe est 
improprement discontinu pour les valeurs reelles de z; il est proprement dis- 
continu, au contraire, si Ro a un cote de la seconde sorte, e’est-k-dire. si tout 
un c6t<^ de ce polygone appartient a Faxe des quantiles reelles. 

C’est la meme chose ici; si la region Ro definie plus haul est tout entikre 
au-dessus du plan des ou n’a avec ce plan qu’un point commun ou une 
ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour les points duplan 
des ^7} ; il est proprement discontinu, au contraire, si une portion de la surface 
de la region Ro appartient k ce plan. 


III. — Polygones g6n6rateurs. 

Gonsid^rons un groupe de substitutions imaginaires proprement discontinu, 
m^me pour les points du plan des 

Nous dirons que e’est un groupe kleineen. Un pareil groupe subdivisera une 
partie du plan des en une infinite de regions Rq, Ri , . . ., R/, . . de telle facon 
qu’a chaque region R/ corresponde une substitution S/ du groupe qui change 
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Ro en R/. Considerons la region Rq et ime autre region quelconqne limi- 
trophe de Ro ; elles seront separees par une portion du perim^tre de Ro qui 
leur servira de fronti^re commune et que j’appellerai cdte de Ro- Maintenant 
un pareil cote pourra etre une courbe fermee on un arc de courbe limite a deux 
points qui sei'ont des sommets de Ro- Soil G un quelconque des cotes de Ro, 
il y aura toujours un autre cote de Ro tel qu’une des substitutions du 
groupe change C en Les cotes C et U seront dits conj agues. 

La subdivision du plan ou dhiiie partie du plan en une infinite de regions R 
pent se faire d’une infinite de manieres (c/. § IV et IX du Memoire sur les 
groapes fuchsiens). Cominencons par donner quelques definitions. La 
region Ro s’appellera poly gone generateur du groupe; je dirai que deux 
regions R et W sont equivalentes par rapport h un groupe Cr quand on pent 
passer de Tune a Tautre de la facon suivante. Decomposons R en un cei'tain 
nombre de parties /*', K, ---, 7 '^- Soit/’J^ la transformee de par une substitu- 
tion Si du groupe G. L’ensemble des regions partielles devra former la nou- 
velle region R''. 11 est clair que si Ro est un polygone generateur du groupe G, 
on pourra prendre aussi pour polygone generateur de ce groupe toute region 
equivalente k Ro- Supposons^ en particiiliei% qu’on retranche de Ro une 
portion quelconque Pq de sa surface et qu’on ajoute a Ro la surface P q trans- 
formee de Pq par une quelconque des substitutions du groupe. On obtient ainsi 
une region R(j =: Ro + PJ, — Po equivalente a Rq, et I’on pourra, par constiquenL 
remplacer le polygone generateur Rq par le polygone RJj. 

Nous pouvons profiler de cette circonstance pour simplifier la region Ro- 
En eftet, soient C un cote quelconque de Ro et C' son conjugue. Si C est un cot^ 
ferine, il en est de meme de si, au contraire, G est un cote ouvert ab, 

G^ sera aussi un cote ouvei't Dans le premier cas, appelons K un cercle 

quelconque 5 dans le second cas, K sera un arc de cercle limite aux deux 
sommets a et b du cote G- Soil maintenant le transforme de K par celle 
des substiLutlons du groupe qui change G en Gh Dans le premier cas, Iv^ sera, 
comme K., un cercle fermej dans le second cas^ K.^ sera un arc de cercle limite 
aux deux sommets et b' du cote G^ Appeloi^^s Po la portion du plan comprise 
entre K' et G' ; P^ la portion comprise entre et G^ P[, sera la transfoiunee de P 0 
par une des substitutions du groupe. Nous pourrons done remplacer la region Rq 
par Rq.™ Ro— Po + Po* l^ans la nouv.elle region RJ,, les. cotes G et G^ sont 
remplaces par les cotes K et qui sont des arcs de cercle. 

Il est bon de remarquer que la region RJ, n’est pas ainsi entierement definie. 
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ear le cercle K n'est pas absolument determine par les conditions que nous lui 
avons imposees . 

En operant de meme sur cbacun des cotes de Ro, on fmira par arriver 
a remplacer Rq par une region analogue dont lous les c6tes serout des cercles 
on des arcs de cercle. 

On pent rencontrer ici la m6me difficulte que nous avons observee dans 
le paragraphe IV du Memoire sur les groupes fuchsiens. 11 pent se faire que la 
region Po, telle que nous I’avons definie, ne fasse pas tout entiere partie 
de Ro« Dans ces conditions, on arriverait a une region R^ concave^ au sens 
donne a ce mol dans le paragraphe cite; on tournerait la difficulte comme 
dans ce paragraphe. 

Nous pouvons done toujours supposer que la region Ro est un polygene 
limite par des cercles et des arcs de cercle ; mais il pent se faire que ce polygone 
ne soil pas simplement connexe, mais presente une connexion d’un ordre plus 
eleve. 

Reportons-nous, en effet^ au cas des groupes fuchsiens, a ceux de la 
troisieme faimlle, par exemple. Le polygone Ro, tel que nous Tavons defini 
dans le Memoire des Acta mathematica, t. I (<), est simplement connexe 
et limitd par des cotes de la premiere et de la deuxitnne sorte; mais si Fon 
adjoint au polygone Ro lo polygone R^ symetrique de Ro par rapport a 1 axe 
des quantiles reelles, la region totale Ro +■ Rq? ^ analogue cle la region Rq 

dtudiee id, sera multiplement connexe. 

Nous serous conduits, ici comme dans le paragraphe V du Memoire sur les 
groupes fuchsiens^ a distribuer en cycles les sommels de Rq; mais comme nous 
n’avons ici rien d’analogue aux cotes de la deuxieme sorte, nous n’aiirons que 
des cycles fermes et pas de cycles ouoerts, Soit Ao un sommet quelconque 
de Ro; soient A,, A^, les sommets qui appartiennent au meme cycle 

que Ao, ecrits dans Fordre oii on les rencontre en appliquant la regie du 
paragraphe cite. Decrivons aiitoui' de Ao un contour infiniment petit et siippo- 
sons qu’en suivant ce contour on rencontre successivement les polygenes Ro, 

R„ Ra, ..., Si i < n, le sommet Ao considere comme apparte- 

nant a R/ sera Fhomologue de A/; considere comme appurtenant a R^, il sera 
Fhomologue de A^. H suit de la que la substitution qui change Ro cn R/^ 
admet Ao pour point double. EUepeut ^tre d’ailleurs elliptique, parabolique 


(^) TUeorie des groupes fuchsiens^ ce Tome, p. 122. 
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ou hyperbolique, mais non loxodromique. Cette quatrierae hypothese doit 

etre rejetee ( ^ ). 

En efFet, soil le miiltiplicateur cle notre substitution loxodro- 

mique; soil p un nombre entler assez grand pour que po)>3«. Designons 
par So I’ensemble des polygones Ro, R„ R.-. i S, I’ensemble des 
polygones R„, R„+^, R.„_,, c’est-k-dlre la transformee de So par notre 

substitution loxodromique; soient ensuite S, la transformee de, S,, S, celie 
de S,, etc. II est aise de voir que S^, recouvrira partiellement Pune des regions 
So, S,, S^_,, ce qui est absurde puisque le groupe est suppose piopiement 

discontiniu 

Reste a examiner les trois premieres bypotbeses. 

Dans le premier cas, nous dirons que le cycle est elliptlque (^); la somme 
des angles du cycle devra etre une partie aliquote de zt:. 

Dans le deuxieme cas, le cycle sera parabolique; tons les angles du cycle 

seront mils. . 

Dans le troisieme cas, nous aurons un cycle byperbolique; tons les angles 

du cycle seront encore mils. Nous verrons dans le paragrapbe suivant qu on 
pent toujours remplacer le polygone Ro par un autre equivalent et n’admettant 

pas de cycle byperbollque {^). , i - 

Je dis maintenant qu’on pent toujours supposer qu’un cycle donne se 

compose d’un seul sommet. En elTet, reprenons le polygone Ro, le sommet A„ 
de ce polygone et les sommets A., A„ ..., A„_, qui appartiennent au meme 
cycle. Considerons aussi le contour infmiment petit que nous avons decnt 
autour de A„ et les polygones R., R., .•• qu’on rencontre successivement en 
suivant ce contour. Soit S,- la substitution qui change Ro en R/. Decomposons 


(.) La troisieme hypolUe.,e doit aussi dtre 
groupe fuchsien, le polygone R, pent pas admeltie y JP ^ 

page 134. , et hvpcj'boliou&s sont 

( = ) Les cycles que nous appelons ici elUptiques, p q ^ sous-categorie et de la 

respeclivement aux cycles de la premiere categorie, de la troisieme 

quatrieme sous-categorie du Memoire sur les groupes fuchs.ens „,.o„nos/«c/mens et au 

( 3 ) Nous avons vu dejii aux paragraplies IX et XI du ordre de 

paragrapheIIduAre/noi>esurIcs/o«c<tons /Mcfeicn/ies, qu identique li un 

la deuxieme, de la quatrieme, de la sixieme ou c < - troupe du premier ordre de la 

groupe de la troisieme ou de la cinquieme famille, ou a J .^ulrateur d’un groupe 

ixi/me ou de la septieme precede L 

fuchsien admet un cycle de la quatrieme Ltte sous- 

paragraphe IX, le remplacer par un autre polygone n admettant pas c> 

categorie. H en est de meme ici. 

H. P. - IL 
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1^0 cii n polygoiics parl.iels r,,, r,, /-.j, ..., /■„ furoii qiu* 

le polygone parliel /v udiuelt.c Ic soiumel. A,- el ii’a<hnellr uueuii iles aiilren 
sommets A^, Aj, A„_(. Soil, inainlenant, /•'. le iransfonui- <le /•, par S,. 

■Alors no dillcrera pas de /•„; I’enseinhle des regions |)artielles r„. r 

forincra an polygone U' qui sera ('(piivalenl a Ho el <P'i potirr.i, parion%e- 
qucnt, sorvir dc polygone gdncraleiir pour uolr<’ grou|)<'. Mai^ U,', adiuel le 
soinmel Ao, et do idle taeon quo le. cycle doui fait partie A„ ne se coiiipo'.e 
que dc ce seal soinmet. 


IV. ~ Poly^dres g6n6rateurs. 


Gon-sidtirons maintcnant. la moitic do res|>acc situee au-dessus du plan de^ 
el la subdivision dc cclte portion do l’cs|>aco (ui un<’ inliuila* dc regiou*i 
Pi , Pj, idles que la sidaslilulion S,- ile nolia* grotipe eliange P^ on I*j. 

Considdions la region Po cl iinc r(!giou qinjlconijin* P| liinilroplu* do P^; 
dies seionl sdpardcs par unc [xtrlion do la surlaias do Po <[tie j'ajqtdii'rai iiiii* 
fcite dc 1 0 j jc dli’ai quo cc sera unc lacc dc la [n'einicn* sorie. St uin- piutiiiu 
du plan des lail panic do la supcrfieic de Po, ee sitra une face de 1« 
deuxiiiine sorte. Ces ddnoiuiualious sonl lout a bill analogues ii rdli's qm: 
nous avons employees dans la llidorie dcs groiqies fudisiens. Deuv faces Iii„i. 
trophes de P„ seronl sdpardes par une a/vVe. Gi'ttc urdte sera de la prejiiiere 
sorte si die separe deux faces de la premiere sorie, el de la deuxi.'me sorie si 
die separe une face de la premiere sorie el uiio <le hi deuvieute soi-te. Les fae.-s 
de la premiere sorte seronl conjuguces deux ii ileux, di* idle faron que diartiun 
de CCS bices soil changdc en sa conjuguee par Pune des subslitui ions du groupe. 
II rdsulte de lii que deux laees conjuguces sonl eongrtienles. 


De in6me que les faces se rdparlissent en paires, de m.'me les anMes se 
repartissent en cycles ii la bicon des somniels des [Milygones giuierateiirs. 
Soil A* imc ardte qudeonque de la premibre surle; void eommetil <oi troui.-ra 
les ar(lie.s du u.eu.e cycle. Soienl F„ Pune des faces que s.-parr Pareie V... !•; 
coujuguee; les (aces F# el F; sonl congnienles. Soil A, edle des aretes 
de K; qui esi l.o.nologue de A„; die stlparora la bieeile F; il’une autre b.ee I- ,. 
Nous operenms sur la face P. ei sur i’arde A, conune uom.h avo.is optuf s.,, la 
ace bo lariUe A„. Nous obliendrons ainsi une suite des face, b'„, b‘,. l-‘,, 
3, tl unc suili. d att ics A,, A,, Aj, A3, ..., el nous nous arrelerous quiiuil 
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iMHis I'iiomhcrons sur I’aroU; A^. Toules les aretes aiiisi obteniies feront partie 
d'ttii taeme ('ja'lca 

SoitviU Ao, \ ,, A; 2 „| ees aretes que je suppose au nombre de n. Suppo- 

sous (|irautour (1(? TareUi Ao uous druvrivions un contoiir iiifiniment petit; en 
tlibanvaul et‘ eoutour, ou iravtirsera successivement q regions Po, P|, --n P</-i* 
Si / //, lAu‘dl<^ At) (‘onsiderei^ ('ouiiue a|)|Kirtenant a P/ sera riiomologiie de A/; 

eonsid<‘r<‘(? (‘omnu^ a|)part(uuuil. a P/^, elle sera riiomologue de A^. Alnsl, la 
sul)slll ul i(Hi ([ui t‘haug(^ Po en ii’altert^ pas Aq. 11 suit de la : 

P* Due - (‘si un nond)re entier; 

^ n ■ 

•V‘ ( hie la substihilion ([ui (diange Po en P,i est elliptlque et a pour multi- 
« 

pluniteur e ; 

/'(iriUr A,, t'sl an et-rclc xytiuUrique par rapport au plan des , 
lu soiiiiiH? (!(!.'' (liedn^s rclalils auK dilldi’cntcs artiLes du ejele, csl unc 
part ii* al i([uolc. d(^ an:. 

Ainsi, loules lt;.s an'les dc la premiere .sorLc soul. de.s clrconferences dont le 
plan est perpeudieulaire au plan des el, doiU le ceiUrc esl dans ce plan. 

Les exlrdiniles des ardles s’appelleroni, des somniets. Larnu les soinraets 

nous tUsliugnei'ons : , 


Cenx (pii soul en dehors du plan des ausquels aboutissent trois ou 
plusieurs ardtes de la ((reinUire sorlo; 

Cook -p.i soul sur le plan des auxquels aboutiront une ou plnslenrs 

urdtes <le la preiuidre sorle el deux ou plusieurs aretes de la deuxifeme 

"".ril faul ajouler aussl les sommeltt Isolds. Si deux faces sont tangenles 
,.„tre <‘ll.-s, le poinl de eontael pent dire en ell'et regards comine un sommel el 
(.«q,endanl il idaiqiarlienl i'l aueune ardte de la premmre sorle. 

11 est elair qu’uu peut remplaeer, comme dans le paragrapbe precedent, la 
..e..ion F„ par tonle autre rdgion P; dqawalenle. Je dis qn’on ponrra toujours 
s-mran.-er de telle faia.n que P'. soil un polybdre limitd par des spheres ou par 
,1... Toule. IM face, de la premiere sorle seron. de. sphrns 

„„ do splolres ayanl leur oeolre dan, le plan des loules les areles 

seront lies cireoufdrences ou des arcs de cercle. 
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Soient, eneffet, Fiine lace qiielconqiie de la prcaiieiH^ sorhv, sa c«»ii j : 

S la substitution qui change F en Fh Plusicurs (^is soiU possibh^s : 

i" Ou bien la face F est limitee par une arcU^ dc la d<ni\icui(‘ sorh% cl ci^lic 
arete est une coiirbe fermee. Ouappellcra alors F| uu(‘ d(‘un"Spbcrc {[ucIi^iUM|nt‘ 
ayant son centre dans le plan des ^v), (‘t (^)() la region liiuiha* par I* cl I 
la substitution S changera alors cn une aiitrit d(‘mi-splier(^ cl cn 

region limitee par F' et F^ . Les regions <‘t P^r : l*o 1 

equivalentes; 

2® Oil bien la lace b est limitee par (hmx are(<^s, donl uin* d(* la prcuucrc 
sorte et admet deux sommets. On raisoun(‘ra <l<* la lucnn* fa<;on; (Hi dcvra 
seulement s astreindre a laire |)asser la spben^ b\ pai* rarc!<* d(‘ la premiere 
sorte, qui est une circonlerence (Tapres <'e (ju’mn a \ u plus haul | 

3’ Ou bien la lace h admet plusicurs ar*el(‘s de la premiere s<uit* silm**es %Mr 
une meme sphere 2 qui a son (‘entre dans le plan des !)<tns ee irts bi 
sphere F^ devra dtre la sphere 2; 

4 Ou bien enfln les diirerentcs aretes d<^ la pr(unier'(‘ sorlc de la lace I*' iie 
sont pas sur une mfime spliere ayant son centre dans h‘ plan di»s Dans e<» 
cas, nous pourrons partager la lace F en |)lusl<mr‘s aulr(‘s f\ /‘f, /", .... 

Je supposerai, par exemple, que la face pailicllc / ii’cst, conli-nr- (ju a la fac../', 
que f n’est contlguii qu’li / el li /"■ f" I, /' .-i. I. clc. Jc supposia-ai .p..- la 
face partielle j est sdparce de la face f par nno. Iigiu« a', tl.ini Ics (js-tri'iiiitt's 
sont et f ; que la lace /' est sdparec dc la face /” (.ar uiu- liga.- a" ,l.,nt I«*s 
exlrdmitds sont ety", etc. Jc supposerai qin; toiiUi.s les ardles de la premiere 
sorte conlenues dans / et les soinmcts fj' et y' sont sur uue mdme sphere/, 
ayant son centre dans le plan des que hes ai'dles de la premiere surte 
contenues dans /' et les sommets fy, /, / sent sur un,- mdnu- spl, / ' 

ayant son centre dans le plan des et ainsi de sui„t. Ou e,u isagera' la 

portion de /, limitde par les arfites dc la |)remi(U'e sorle de /ei par rintersee. 
Uon de/, et de/; ; la portion de/; limitee par les arO,;s de’ la pn-miere surt,. 
de/' et par les intersections de/; avee/, elf'[ , ete. lyens.unhle port i.ms 

e surfaces spli^nques fofmera la nouvcilc face F, sur hujmdle ou rai.ouu.Ta 
comme plus haut, 

Dans tons les cas on aura remplaed la region P„ par umt autn- e.p.ivaleute, 
mais ou les faces I et F seront reinplacdes par les fa<a-s I’, <,t V\ formees de 
portions de spheres ayant leur centre dans le plan des ^vi. Kn op.'-ra.u de meme 
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sur tuul<*s l<»s facujs do hi preiniere sorle de la region Po, on remplacera cette 
par luu; aulrc^ (‘(piivalente donl Louies les faces de la premiere sorte 
si'rturl rurnH‘(‘s de pareilles portions de surtaces spheriques. 

Imi ia‘sume5 nous pourrons loujours supposer que notre region Pq est un 
[lolvedre <loui touUis h^s faces de la premiere sorte sontdes poi'lions de spheres 
a) ant leurs (auiliM^s dans \c plan des Nous I’appellerons polyedre generateur 


en 


ifu gn>ttpt\ 

On V(»il aiseinent (puhin parell polyedre ne pent avoir de somrnet isole 
deliors <lu plan dtss 

Les facu's d(^ la (Unixiemc sorte du polyedi^e generateur Pq sei'ont des poly- 
guius linules par dc^s arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront les traces des 
faces do la pnuniere sorte sur le plan des ^ri. Ces polygones peuvent etre 
regardf'S <‘oinine h‘s polygones generateurs d’un groiipe klelneen. 

Si.i.imM.iis ([IK^ U()l.r<! |.()ly»'uli-e P« ail. /t faces de la deuxienie sorte FJ, 

\< l 1.'"; 1<. ,,„ljcdni l.omologuc P,-auraaussl ;i laces de la deuxifeme sorte 

I-'*, l'"t, I'’". Si I’oii ex(;eptt: certains points ou certaines hgnes singulieres, 

l,,ul point (111 (dan des apiiarlicnl a Pune dcs faces F^' de Pun des polyedres P,-, 

il ,„.„t .Paill<‘urs appartenir qu’a Pune d’elles, pulsque aucun point de 

l'espa(’<* n’a|)parti(nit a pins d’lm polyedre P/. 

Le groupe est tlone propreinent discoiUinu, ineme pour les points du plan 
des «-n, si Pon exeeplc toujours les points et les lignes singulieres dont il a did 

(pKtslion plus haul* 

la* gnMijn*. I'onsiderc est done klcincen. 

1, ,1,. E, 1^'. -v- *■*' " 

siilulivisc^ cii uiio mlinil^ tie polygones IJ, 1 tt l‘s> 'it 

qiui la snhstllntion S/ change 1% en lL* 

AinsI, on pent prendre, pour polygone gdndrateur du groupe, ime que 
eoiKiue (les faces de la dcuxifsine sorte du polyedre gdndrateur, cest-a- ire 
des polygunes ayant pour citds les eereles qni onfm^me centre et meme 
splt^ees qni fortnen. les focos de la pren.iirc soele de ce 

''"l! ',*,'i|.foq..e n’csl pas *raie. Considdrons un gronpe klelneen quelconqne, 
soil U, I’ttn Jos polygones qoe I'on pent ehoi.ir pour son polygone g.nesa- 
eonslruisons les sphires ,ul ont mC.ne centre “ 
tie eerelo qnl seraent de cMs k oe polygone el en.isageons le polyedie , 
ee, iures. E„ gdnd„l, ee ne sera pas un polykdre gdneraleur do 
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groupe. En effet, dans un polyedre generateur, deux faces ooujugudes diuviuit 
etre coiigruentes. Or, considerons un cdtd quclcoiiqiu; he de Uo, les (-(ties adju- 
cents ah et cd^ le edte conjugue h’ c\ les coles adjacauils a'// (U r' . Oou-irui - 
sons les spheres Si, So, S3, S4, S5, So corrcspoudaul resp(;(Miveiu<!nl u ccs si\ 
cote's. A chaque cdtd de Ro correspondra unc face de I'o- Au /^c cone-,- 
pondra la portion de la surface de Si qui csl limilee par I’liitersectioii de eelie 
sphere avec So et S3; au cote h' d correspondra la itorlion di^ la ,surfa<'e ile S, 
qui esl limitde par I’intersection de cette sphere avee S,, <!l S„. Ce devrait dire 
la deux faces conjugue'es de Poi or, ces deux faces ne s<-roul pas <>ii general 
congruentes. 


Pour que le polyedre P„ soil un polyddre geueralour du groupe, il faul et il 
suffit que ses faces conjuguees soient congrueut(!s, et pour eela, voiei qtielie 
est la condition ne'cessaire et suflisante : 

Soient encore he un cdte de Ro, ah et ed les cdtes adjat'cnis, h< v' le edK'- eon- 
jugue, a'i'etc'tZ'les cdtes adjacents. Prolongeous les eercles dont font partie 
ces six cdtes. Soil h, le second point d’intersectiou des cia-eles ah el hv, i-t de 
meme c,, d', e\ les intersections respeclives do he et de ed\ ch; a' h' el de //r'; 
de h'd et de c'd'. Le rapport anharmonique des (lualre points h, e, doit 

dtre egal ii celui des quatre points h', c', h[, c\. 

Parmi les polygones dquivalents h R,, q,u sont en nondna- inlini el qui 
peuvent dtre choisis comnie polygones gendratcurs, il y on a toujoursqui re.n- 
plissenl cette condition, puisque tout groupe kleiaeen isst proprenieni diseon- 
tmu pour les points non situds sur le plan des et adnuu par eo«sequ,.,U un 
po yddre gdndrateur. Nous supposerons toujours que le polygene H„ a etd 
cnoisi de facon k satis faire a cette condition. 

A chaque 014 de H. correspondra alops „„c face lie I'.; i, ,le„x e.kra 

juguds correspondroM dena faces conjugades. A cl.aque »,„„„.e,, de 

..nanc . „„ cycle elliplique correspond™ „„„ ardfe ,le I'. diver. 

somarels d'un mdme cycle, eorrespondroM les di.erses ar.'les d' 

eye e; k an sommet de R. .pparlen.nl i, „„ cycle paral.oHqae m, 

correspondra „n sommet Isold de P., On voir ainsi ,p.„ les sonanets ls„k 

<j6 Fq se r^partissent en cycles. 

Je dis maintenant qu’on pent touiours suunose,- P , 
j 1 , ^ bupposci que II 0 ei par eunsecnieni V 

a mme. .sol appartenan, a an cycle hyperloliqne, je dis p,,,,,,.., 

P ce polyedre par antre dqniv.len, „>admetla„t pas de oyrie Inperl,,.- 
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lique. Ea effet, d’apres ce qu’on a vu a la fm clu paragraphe precedent, on pent 
toujours suppose!' que ce cycle hyperbolique se compose d’un seal sommel A. 

Le sommet A est un sommet isole de Pq, c’est-a-dire qu’il est le point de 
contact de deux, faces de la premiere sorte de P„, tangentes Tune a I’autre, et 
que j’appellerai F etF'. Ces deux faces sont conjuguees ; car si elles ne I’etaient 
pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir encore d’autres sommets. (Jne 
des substitutions du groupe, que j’appelle S, cbangera F en F , et elle sera 
byperbolique, par bypotbese. La face F ne sera limitee par aucune arete, on 
bien elle le sera par une seule ardte, ou bien par plus d’une arete. Je dis 
d’abord qu’on pent toujours supposer que le troisifeme cas ne se presentera pas. 
En effet, s’il se presentait, on tracerait sur la face F’ une demi-circonference, 
dont le plan devrait etre perpendiculaire au plan des ^-n, et qui devrait elre 
assez petite pour etre tout entifere contenue dans la face F ; cela est toujours 
possible. Cette demi-circonference partagerait la face F en deux autres F, 
et Fa; a F, contiendrait par exemple le sommet A; la face F' congruentebF se 
diviserait de in^me en deux autres F', et F; congruentes respectivement k F, 
et a Fa. Le sommet A fera alors partie de deux faces F, et Fj qui ne seronl 
limitees que par une seule arete. 

Supposons done que la face F admette au plus une arete. Construisons une 
sphere <F peu diffdrente de F. Si la face F admet une arSte, j’assujettirai la 
sphere a passer par cette arete. La substitution byperbolique S cbangera €> 
en une autre sphere d>', et Ton aura toujours pu choisir <D de telle facon que 
ces deux spheres ne se coupent nl ne se touchent. II suffit pour cela que la 
.sphere ‘b differe suffisamment peu de F et que, si A et B sont les deux points 
doubles de la substitution S, ces deux points soient Tun intdneur, I’autre 
exterieur a $. Soit la portion de I’espace comprise entre <!' et F, p',M por- 
tion comprise entre lb’ et F’. Ija substitution S cbangera j9q en p^^ Le poljedre 
p'^— P d — Po+ p'o est done equivalent k Po; done il pent servir de polyedre 
g(5ndrateur. Mais il ne possede plus le sommet hyperbolique A, puisque^es 
spheres <b et <b' ne se eoupent pas. 

Nous pouvons done toujours supposer que notre polygone Ro et notre 
polykdre Pq ne presentent pas de eyele hyperbolique; e’esl ce que nous ferons 
desormais ( ’ ) . 


(■) Celle demonstration n’est pas exacie. Le poljedre Pi n’est pas equivalent au polyedre P„, 
mais & un domaine plus complique, forme : x» du polyedre P.; d’un segment de la sphere 
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V« — Existence des groupes kleineens. 

Supposons nil polyedre generateur satis faisant aux conditions eiioncees 
dans le paragraphe precedent : ses faces conjuguees sont congruentes, ses 
aretes de la premiere sorte se repartissent en cycles elliptiqnes, de telle iaeon 
qtie la somme des diedres correspondant aiix aretes d’un meme cycle soit une 
partie aliqxiote de 2'k. Le groupe correspondant a ce polyedre est entiei'ement 
defini. II reste a demontrer que ce gronpe est discoiitinu, c’est-a-dire que les 
polyedres trans formes de Pq remplissent toute la partie de Fespace situee 
au-dessus du plan des et ne se recouvrent pas miituellement. 

La demonstration est tout a fait la m^me que dans le cas des groupes 
fuchsiens. 

Soient en effet A un point quelconqjne interieur a Po, B un point situe 
au-dessus du plan des It;. Joignons A et B par un arc de courbe AMB ne cou- 
pant pas ce plan. Get arc sortira du polyedre Pq par une face de la premiex'e 
sorte, on pourra construire le polyedre P<, limitrophe de Po le long de cette 
face ; Fare AMB sortira de P< par une certaine face, on construira le polyedre P^ 
limitrophe de P^ le long de cette face, et ainsi de suite. 

Void ce que nous avons a demontrer : 

I® QiFapres un nornbre fmi d’operations on arrive a un polyedre P/^ a F in- 
terieur duquel se trouve le point B; 

2^ Que si le point B se confond avec le point A, de telle facon que 
Fare AMB se reduise a un contour ferme AMA, le polyedre P,i se confond 
aveePo- 

Le premier point s’etablit comrne dans la theorie des groupes fuchsiens. 

La L de Fare AMB sera une longueur finie Li . Je dis que cet arc ne pourra 
reiicontrer qiFun nornbre fini de polyedres P, ou, ce qui revient au meme, un 


ayant AB pour dianietre et coupant orthogonalement le plan des ^'f\; 3 ° d’un polyedre situe a 
I’interieur de cette sphere et ayant en A un point de contact avec le polyedre 1 %. 

La demonsti^ation est en defaut parce que le domaine /?o contient une infinite de points homo- 
logues entre eux par la substitution liyperbolique, et les principes de la page 271 ne s’appliquent 
evidemment pas dans ce cas. 

On en cenclut qu’il existe seulement des cycles elliptiques et des cycles paraboliqiies. 

N. E. N. 
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iiornbrc fiiil de faces F de la premiere sorte appartenaiit a ces poljedres. Eii 
elfcl, on ctablit aisement les lemines suivants : 

I. Oil pent trouper an nombre entier v assez grand pour que v po- 
(j'ddres P qaelconques et y faces F qiielconqiies ne puissent aroir d autre 
point comrnun qidan sommet paraboltque. 

II. Si^ faces rd out pas de sommet parabolique comrnun et n ont par con- 
sequent aucun point comrnun, et si un arc de courbe traverse ces v faces^ 
la L de cet arc est saperieure d une certaine limite 

in . 7\)at arc qui ne rencontre pas le plan des ne peat traverser 
qa u/i nonibi e fin i de faces ¥ ayant un sommet parabolique comrnun^ 

( Voir paragraplies I et VI dii Memo ire sur les groiipes fuchsiens.) 

11 rcsulte de la que, quand Fare AMB aura traverse faces F, il ne pourra 
plus traverser que des faces ayant un sommet parabolique comrnun, et, envertu 
du lemme III, il n’en traversera qu’un nombre fini. 

Le premier point, une fois demontr^, le second s’etablit sans peine. En effet, 
on voit immddialement qu’il suffit de le ddmontrer pour un contour AMA 
inflnimenl petit. Or le thdor^me est evident pour im pareil contour, ^It qu’il 
uc Lournc pas autour d’une arete de la premiere sorte, solt inline qu’il tourne 
autour d’une pareille ar^e, puisque, par hypotliese, cette ar^e fait partie 
d’un cycle dont la somine des diedres est une partie aliquote de 2 '. 

Pour le.s details de la demonstration je renverrai an paragraphe Vl u 
Memoire sur les groupes fuchsiens. 

A insi les poljedres P.- ne se recouvrent pas mutiiellement; si I o admet une 
face de la deuxieme sorte R„ dont les transformees sont les faces R; ces 
polyedres P/, ces faces R/ ne se recouvrent pas non plus mutuellement. 
not're polysrone ^eaerateur et ses transform^ ne se recouvrent pas. 

G’est, ce point que jc voulais etablir, et pour y parvenir j’ai eu recours a un 
jc peevais geere ,»e <lisp».er dans ' 
nassci- dll pliui a I’espacc et des polygenes R ana- po yet res 

est Lcessalre dans le cas le plus gdndral, en pent s.n a „„c ,r dans 
grand nombre de eas p.riicoliera; e'es. ce<lo.nous rerrons ph ■ 


H. P. — II- 
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VI. — Classij5.cation. 

Paimi les groupes kleineens, il eii est qiii cloivent attirer particulierement 
1 attention a cause de leur importance au point de vue des applications. Ce sont 
ceiix dont les groupes fuchsiens sont des cas particuliers, de telle sorte 
qu on pent passer d un pareil groupe kleineen a tin groupe fuchsien en faisant 
vaiier d une continue certains parametres. Ce seront les groupes de la 
premiere espece. 

Ceux de la deuxieme espece seront ceiix qui ne jouiront pas de cette pro- 
piue'te'. 

On peat classer aussi les groupes kleineens en genres. Nous definirons le 
genre du polygone g^n^rateur Ro comme dans le paragraphe VIII du Menioire sur 
les groupes fuchsiens et le genre d un groupe sera celui de son polygone gene- 
rateur. 

Voici maintenant quelque chose d’analogue a la classification en families. 

Nous classerons d’abord les polyedres generateurs d’apres le nombre de leurs 
faces de la deuxieme sorte. C’esL la, en effet, un point fort important; car si 
un polyedre Pq a n faces de la deuxieme sorte, le plan des ^ri se trouve divise 
en n parties, et chacune de ces parties en une infinite de polygones R, de telle 
facon qu a chaque substitution du groupe corresponde un polygone R et 
un seul. 

Nous classerons ensuite les polyedres qui admettent un m^me nombre de 
faces de la deuxieme sorte en families, selon qu’ils admettent ou n’admettenl 
pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques. 

Donnons le detail de cette classification pour les groupes les plus importants 
qui sont ceux de la premiere espece, en conservant aux families les memes 
numeros que dans la theorie des groupes fuchsiens. 

I" Polyedres A.DMETTANT deux faces de la deuxieme sorte : 

Premiere famille. Admettent des cycles elliptiques. 

Deuxieme famille. — Admettent des cycles paraboliques. 

Sixieme famille. - Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 

2“ Polyedres admettasit ujve face de la deuxieme sorte : 

Ttoisieme famille. Polyedres dont toutes les faces de la premiere sorte 


MEMOIR® SUR LES GROUPES KLEINEENS. 

sonl des demi-splieres completes, ne se coupant iil ne se toueliant mutuelie- 
rneut, el qiii n’admettent ni cycle elliptique, ni cycle parabollqiie. 
Qucilrieme famille. — Admettent des cycles paraboliques. 

Cinquieme famille, — Admettent des cycles elliptiques. 

Sepiieme famille, — Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 


VII. — Troisieme famille. 

Voici quel est le mode de generation des groupes de la troisieme famille: 
Gonsiderons 2 71 cercles qiii ne se coupent ni ne se touchent; je supposerai, 
pour fixer les idees, que ces 2/1 cercles soient tons exterieurs les uns aux 
uutres. Lepolygone R„ sera la portion du plan qui est exterieure k la fois a 
tons ces cercles. J’ajipelle ces cercles C,, Cj, C„; C,, Cj, C„. Jesup 
pose quo. les cercles C,- et C;. soient conjugues. Soit S/ une substitution qui 
cbange C; en C'-, et de telle facon que I’exterieur de C/ se change dans 1 inte- 
rieuiMle G',-. S7 est alors une substitution byperbollque on loxodromique dont 

un point double est interieur a C,- et 1 autre a C,. 

Le groupe derive des substitutions S,- est alors un groupe klemeen de la 

troisibme famille. , • i. 

d..n.,™u.e,- que ce gmupe esl dl.couum,, il n'esl pa. .eces.a.ve da.o.r 
!. la .uarchc daouruec du pavag.'apl.e V. E. eOel, eonslrulsou. 1. pOj- 
R, li.ulu-opl.c de R. le loug <!» O’,, c’esl-l.-dive 1. tu.ustov.ud de R. par la 

:„„.»auUo„ S,; 11 .eea eo.U eu.ler, 1 , Piu.eSeue de Cl. L'eu.uable de. pel,- 

..<me. R. el R, se eompo.e alors de la panie du plan elteneure 

L « - a eerele. ( e«eHeur. le. un. ...a aulre.) qui servenl de eo.e. ee. 

deuapolyeones.Soit C» I’uu de ces eetcles; s. I'on vent con.lruue ep J 

..one R. Unrilrophe de R. on deR, Id long de Ci. ce polygon, sera lout en. er 

' r et ainsl de suite. On voit aisement, en continuant de la sorte, 
iixieneur a U/c, et ainsi ^ ^vintnAlIpnicnt et 

que le. polygene, ainsl censlmils ne penvenl .= reconvr.r mu.nellemen., 

nar consequent que le groupe est discontinu. . ^ c ‘i 

‘ o“eU ’ son. mainlenan. les eondi.lons inaposees ann snb..,.u..on S, . 

C' G^ C' soient tons exterieurs les uns aux autres. Ce ne son q ^ 

WUl'ons dfnegall.e; ainsl, le gronpe deri.d de n .nbs...u...ns e,. d,.- 
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continu, pourvii que les coefficients de ces substitutions satisfassent a certaines 
inegalites. 

Parmi les groupes de la troisieme famille, il en est qui meritent une men- 
tion particuliere. On pent supposer que le polygone Ro est symetrlque par 
rappoit a un certain cercle Cn^.,, de telle facon que les cercles conj uguds C/ 
et C,. soient s_).metriques Pun de I’autre, et que tputes les substitutions du 
groupe puissent s’obtenir en combinant les inversions par rapport aux cercles 
G„, C„+,.Nous dirons alors que le groupe est sjnietrique. 


VIII. — Deuxieme famille. 

^Supposons „ cercle. C„ C„ C.. .oienl sil„c. Jc idle .mc • 
. .1. ,„u. eeleVieer. le. ,e C, l„„cl,c 

r r c ,T r '■= p-'" 

et L/et A, le point de contact des cercles C ro r i i 
a: • ' . * . t-oicies et I^e plan so trouvo^ 

vise en trois parties : 1 “ le polygone Ro exterieur a cliaciin des cercles (’ el 
.mencri i. ng„c fo™Pe par ,>c„.e™b,c dc c« cerclc; cc .I 

,c„cmc„r, a- 1, r. „iccie.„. j 

p«».re.o„ei.™pe.par.c..;.,cc,des.;:::;::;:~^^^ 

Fig. II. 



.-onesRo et R; et an ^ets trids"^ A " deuxidm^sorte qni seront les poly- 
C, et Co„+,_, sent coniuguees e/l 
P-l^ollques, forinds respectivement ^ersoZ^T; Til r 

* ’ “ ^ ' 2/2 ? - j A/ 
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et A„ et A„+,. Cela suppose que nous avons entre les 

sommets A la relation 

(A,_ AO (A- AO. . .(A5«- A.„_0 (Aa- AO (A.- AO- • .(Ai- A^n). 


Ici, comme dans le paragraphe precedent, la discontinuite du groupe pent 
se demontrer direcleinent, sans qu’il soit besoin de recourir k I’artifice du 
paragraphe V. On voil que le plan se decompose en deux doniaines D et D'; 
le premier est reconvert par le polygone R„ et ses transformes, le second 
par le polygone R; et ses imnsfomms . Ces deux domalnes sont separes par une 

llgne L, si Ton pent appeler cela une ligne. 

Supposons que Ton ait construit un certain nombre de polygones R„, 
R,, ..., R,j et les polygones correspondants R„, R,, R,,- On seia ceitain . 

1“ que tout point faisant partie de I’un des polygones R appartiendra an 
domaine D; 2“ que tout point faisant partie de Tun des polygones R' appar- 
tiendra an domaine D'; 3 “ que tout sommet de Fun des polygones R appartient 

ii la ligne L. 

Les sommets des divers polygones R forment eine unendliche Punkt- 
me7ige (' ) P, et pour obtenir la ligne L, il faut ajouter a cette Puiiktmenge 
son erste AUeitung V. On volt que la ligne L est eine perfecte and zusam- 
menhangende Punkimenge. C’est dans ce sens que c’est une ligne. Mats nous 
allons voirqu’elle ne joultpas de toutes les proprletes que nous sommes habi- 
tues it attrlbuer aux lignes. 

Cbercbons d’abord si cette ligne posskde une tangente. A ce point de vue 
nous devons distlnguer les points de la Panktmeivge P et ceux qui appar- 
tiennentason Ahleitung P' sans appartenir k P. Envisageons d’abord un point 
de P; je dis qu’en ce point il y aura une tangente. D’abord nous pouvdns sup- 
poser que ce point est un sommet de R„, car rien ne distingue Ro des autres 
polygones R,-; nous pouvons supposer que ce point est precisdment A, , car ce 
qui distingue A, des autres sommets deR«, c’est que le cycle dont fait partie A, 
ne contientpas d’autre sommet; or nous avons vuk la fin du paragraphe III que 
I’onpeuttoujours supposer qu’un cycle donne ne se compose que d’un seul 
sommet. Le groupe envisag'd conliendra alorsune certaine substitution parabo- 

(X) Pour le sens precis des diverses expressions allemandes que je vais employer, G. Cantor : 
Grundlagen einer allgemeinen Mannig/altigkeitslehre. Leipzig, Teubner, i883. Fmr aussi 
la traduction fran'faise de ce Memoire : Acta mathematica, t. 2, p. 38i-4o8. 
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liqiie S ffui aura Aj pour point double. Soit 


(^ — a/ s— Ai ‘ 


felle substitution. Soit N un tel point que 

ar^(N — Ai ) =: — argA. 

Joignons AiN, je dis que Ai N sera tangente a notre ligne L. Voici ce qiic 
j entends par Ik. Supposons que p et to soient les coordonnees polaires (run 
point cle L en prenant A^ pour pole et Ai iN pour axe polaire; je dis que, qiiand 
p tendra vers ztu'o, (u tendra vers zero, de telle faeon que A^IN sera la liiuiKj 

d ime secante A, B, de la ligne L, lorsque le point B, se rapprochei-n indeii- 

nimentdeA^. 

Pour demontrer cela, je vais construire deux cercles K et K' se touchnnl, 
exteneurement en A. et tangents tons deux a A, N. Je choisirai le cerclc K de 
telle facon qu il coupe les cdtes AjAj et A, Aan du polygone Ro et ne coup<i 
uucun autre cote de ce poljgone. De indme, le cercle K' devra cooper les 
cotes A, A, et A,A,„ du poljgone R' et ne couper aucun autre C('.te de ce 
po jgone. Soient /•„ la partie de Ro qui est interieure a K et i-; la parlie de R; qu i 
est interieure a K'. II est clalr que les transforines successils de Co par les 
puissances positives el negatives de la substitutions rempliroat tout ce cerclc K 
Jc .,.«e qu. c. crcle fait l„„. 
er 1.K l..a tout .a.ie.p,„i. j„ ,y „ 

Cl K™c.T‘'“fr r"'"” ^ oet'clo. K 

K . Gela sufl.t pour demontrer le theoreme enonce 

at. "lilt”’ ‘I- 

aux lignes ordmaires. On voit aisempnf , • i, ^ 

droiie BC deux points B et C de li P ^ 

et C simultandment vers le point A ^ 

.dndral la tan^ente A N Co A ’ - 

P.choisil deter 

a Consideronsl t . ^ soit pas tangent 

'll .N - Considerons les transformds successifs B, C. R,. G n r v n n 

par les puissances positives de S Ona A a ’ ***’ " // Bo Co 

™pp~ch..„„t d. A ct 1 ,e a. B t : '■ :t" 

ae plus, j..i tout ,i.„ „ .;j„ ;tit (iaie. 

ne font pas parti, a. p. ’ P“ ““Sent, aui points de L qui 
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Je dis maintenant que la ligae L n’apas de cercle osculatear. Je dis que si 
I’on mene an cercle k taagent ea A, a la droite A, N et passaat par ua poiat , 
de L, ce cercle ae teadra pas vers uae limite deterauaee lorsqae le poiat , se 
rapprochera du poiat A,. Meaoas, ea effet, deux cercles k' et k" laageats tous 
deux ea A, a la droite A,N et passaat respectivemeatpar deux poiats et 
de la ligae L. Soieat B'., B;, B^ les traasformes successifs de B; par les 
puissaaces de S. Ils seroat tous sur k^ et devieadroat iafiaimeat rapproches 

de Aj qiiand n deviendi'a mfmi. r ixr * 

Done si le cercle osciilaleor existtil, ce devrait dire le cercle *■ . Mais ce 
devrai. dire e.i indme lamps le cercle k'. Done le cercle oscul.lcur n'er.slc 

pas. . j 

J’ea ai dit assez, je pease, pour faire coiapreadre a quel poiat la ligae 

difffere d’uae ligae aaalytique. 


IX. — Groupes sym^triques. 

Coasideroas ua polygoae U, limite par 7i+i arcs de cercles A,A„ 
A.. A„ A„_,A„, A„A„+,, A„+,A, se coupaat ea a + i pomts A,, 

A^, A„+* qui soat les somiaets de ce polygoae. Coastriiisoas les poly- 

goaes n symetriques de flo par rapport a ses divers edtes, puis les polygoaes 
syiaetriques des n + i polygoaes H par rapport a leurs divers cotds et aiasi e 
suite. Si les divers polygoaes aiasi coastraits ae se recouvreat pas muluelle- 

arent, oa aura ua groupe klelaeea. t a i 1 

Soit Ii; le polygoae syaietrique de n„ par rapport au cotd A„+, A, ; le po y- 
goae n„ + n;=Ro sera le polygoae geaerateur du groupe; il admettra aa 
c6tes, a savoir les . c6tes A. A. A.A3, A„A„,. de H, et les cotes syiae- 

triques de Ii;. Deux cotes symarlques seroat d’ailleurs coaj agues. 

La premiere coaditioa evldemmeat aecessaire pour que le groupe soit 
discoatiau, e’est que tons les aagles A., A3, A„, A„,. da polygoae Il„ 

soieat auls ou soieat des parties aliquotes de tt; ils soat doac tous roits 011 

ai^'us. , 1 vx . ^ . 

Supposoas cette coaditioa remplie et coastrulsoas le polyedre Po geaerateur 

du groupe. Pour cela, coastrulsoas les spheres qui oat me me 

ceatre el meme rayoa que les arcs de cercle A. A3, A, A3, . 

spheres limiteroat ua certaia polyedre K„. Oa coastruira easaile le polyedre K. 


288 


. . . “«wia 

'« S^a*..e„r du „oL + >^'. »"« 

Les spheres t v ^ 

'« p<- j, ;;d:„";ir;;:“ ti '=■ -p™ 

De mdine, leg spheres S,-_, el S* se * ^ Premier est un somoiet de Oo. 

eeepera le plan Jes ?>, en deu,‘ poi„°7A”rB'd™”‘r“ ‘‘'’“"f'*™™ C, ,„i 

^ ‘ 'iont le premier Psp , ..a r 

u jjicmier est un sominet 

“"^'’’'’"^"'“■‘‘-‘i^.el.jpotees.. 

I” On pent supposer cjue les spheres v 

circonfereuces C,,Q, ... c P’ , " intersection que les 

ia %nre 12. Dans ce cas, le pXedre k'''' T' "'T"'' dans le cas de 

“■ « A., n face A. esr forJJ^tle 

‘o lire 12 de la portion du plan 

Figr. 12 . 



e«rrie„re c„„„,„ 

‘ “ oili'e "+. faces de la ' *®‘ - ®"+" ^ poljddre K. 

spheres S,, S,, ... s ];„ •, ^ ' ^ ^1'“ sont les portions des 

n.. c. el C., ..., c„^*el C,,"e° a ”'’,‘’''•','"77 ‘‘''“"''"““i C, el 

circonterences elles-md,„es Le Dal ■' '7 ' ‘ 1 “' 

««facesde,ade„ih,„es„r.e 7 ra:e 1 7 = 

'» premiSre sonc, ’ ' '® premiere sorle cl a,, .rdics de 

™:t:: nt;:“;:i:r,a^^ ““ 

<1 une inaniSte conlinue le polprone n '’“1"“’ P'“‘’ deformanl 

leplenesldivlsd e„ d„„ do.:” ’;: - 7 :'' 7 *~"P- 

S 0 "e n. et MS lr.„sf„„„es. le second „a T .’ P" *' P»'f- 

. . ““"‘*P"l'P»Ij 6 oneA.elses,r.„sf„rme.. 


MEMOIRE SUR LES GROUPES KLEINEENS. ^ 

2 " On pourrait supposer aiissi que les spheres S admettent d autres inte ’ 
tions que les circonferences G|, Ga, Gn+i’, qu elles se coupent par exen p 
suivant d’autres circonfdrences A,, A'a, A>; mais que ces circonierenc 
restent tout entieres exterieures au poly^re Ko, de telle facon qu’e es ne 
soient pas des ardtes de ce polyedre. Mais il est aise de voir que cette supposL- 
tion est incompatible avec I’hypothese que nous avons faite que les ang es 
de Ho sont tous droits ou aigus. 

3“ On pent supposer que le polyMre K„ admet comme aretes, outre es 
circonferences G, une ou plusieurs des circonferences k et que les ang es 
dlfedres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de t.. 11 est clair aloxs 

que le groupe ii’est pas discontinue ^ 

4“ II pent arriver enfin que le polyedre Ko admette comme aretes, ontre es 
circonferences G, une ou plusieurs des circonferences A- et que les die res 
correspondants soient des parties aliquotes de Dans ce cas, le groupe es ■ 
discontinu, mais on nepeut passer au cas des groupes fuchsiens en deformant le 
polygone Ho- Le groupe est done de la deuxieme espece. 

Prenons comme exemple le cas de la figure i3. Le polygone Ho est un quadii- 

Fig. i3. 



Ultre A , A, A. A, dent deux cotes opposes A , A, et A, A, sont des lignes droites 

,,„i prolongees vonl sc oonper on F. Jo suppose de plus que les ungles A 
A„ A., A, et F sont des p.rties aliquotes de n. Le polyedre K. n admet a 
q„ des diidres dgaux 1. des parties aliqnotos de n, II a trois faces de 1. deux.ime 
sorte, n.. M, et T.; il a quatre faces de la premiSre sort, f.tsan^ 
vement des spheres A, A, et A, A, et des plans A, A, et A,A.. g 1 
considere est done discontinu. 

Si Ton prend le polyedre K; symetrique de K„ par rapport au plan . 3, 

I’ensemble de ces polyfedres sera P, et aura pour faces de la deuxieme sorte 
t M. + M; e. T. + Ti en appelapt n'., M'. et T. les polygoues syme- 


MlhlOMU'*: stlli I.KS I^KH ^Ij’:iNKKNH* 

..-■uiu.-s <!.• llo. M., H T,.. !..• plan .t.'s =r. va m‘ U-nuv.-r .livis,. .-a trui> doiHaiu.'. 

1), D'cl D" n'coiiv.Tts par l<-s lransr<>rnins tlr l!„ • ll„. [lai i rii\ 

tl<* M„ : M„ rt par rriiv «lc 'I',, • 'I',,- 

Huulions .Paln.nl le .l.nnaiur D'. S.ipposnns .pir Ton r,.nsirniM' l.'s (n.iaul. - 
M.urtrUp.rs ,lr M,. |.ar rapparl a m-s Irois luUrH. (Mii^ Irs triati;4l.•^ .vHu ln.ju. s 
,i,- n:u^-ri par rapparl n lrur> .thris rl uin^i .In Miitn. ‘I’.ms In. lnan;:lr. 

ainsi ni.aNlniil. rnrouM’iroat an rnrtaia n.arln II .[ui a paur rrativ 1 ’ nl .p.i 
,-,.apn artla.p.aal.-aanit In rrr.-l.> V.B.H.. < In mr.-!.' II .nra .l.ar. aa- pu.in 
,h, (luaiainn I)', ami^ au.‘ parti.- s,-ulnianat. Kn nllVl. 1 .- nnr. l.- 1 1 .-'t rn.-.ats.Tl 
par l.-H irausfarm.'-s tin M., ! M'.. i>ar rnrlaia.- sahst itui iun- .la pr.n.pn t . . ( ,n. 
sul.stit.iti.ais .’nl.lin.ui.-nl .'.aufnuant . 1 .- l.a.I.-s !<•> tnaai.’-r.-. i.u.sil.l.-. In. 
tr<UH iiivnrsian. par riippart anx rrrrlns FB, , KHj B« Hj- 'P*n !n 

namhr.- latal ilrs sah-.tiluli.ms i-amhin.-ns suit pair. F.-. sul.'l Hat am. (..laaitl 
ua {-rauj..- A' qai ,-st furl..l.-u .-t .pii .-t aii sau.-fir.a.p.- ;;nmp.- kl.-aa-.-a 1 
l*tmr asair h-s iuitn-s transl'armi'-s iHt qaii.lriiut.'-rn M„ par raii.i .jiinal 

Ir.saatrns partins.la ilaiaaiun !>', il taat prra.ir.- h-s su»intri.|an. .la «•*•»< In H 
pur raj.p..rl ua r.-n l.- \a \| rt i* "ns {rauslurim-.. 1 >a ..l.tinal aiasi nan aihml. 
de i-nrrlns II,, Hj. ... tlaat rras.-iahh- n.iislilm- 1 .- duai.tian 1 >'. <.>• dumimn 
nml ilttiH* \rds *rui.ie stntk* jiirris 


II eii ant cle 


iUt If. Ell ilihtiiHJlrrrait <Ir rnmtrm- 


simt l.-s triuiifil.-. s\m.-lri.|n«s dn T. pur r.ipp<»rt aa\ tr.ds . ..I. ' d.- . iK.mul.- 
pais Ins U-iimgh-s s_\ latHri.pins dn rn»i\.ni par rapport .‘i h ia. .hu-r. . m 

ainsi dr stiitn. .m ahllnal Urns Ins lrans|hnm-s d.- T„ I'., l».u In. .ah.ttl.iia.u. 
d'an saas.s.,-.n.pn Canhsinn a'. ‘I" !f-'‘l"’ t'lnia.Va < a-" ir-.a.I.a..,. . 

M-.-at la pnrii.m .la plan nM.'-ri.-urn a aim.-rlaia . nrnln.l nt , nttnpM. tam d.i pl .a 

aiasi .ptn riatnri.-ar dns diu-rs nnrrh-s . 1 ,. . 1 , .vaadri.pa-. dn ,1 p.u ...pp-.t 

aa nnt-nln \| \a ''t ii sn. Ir.a>s|'iinni-s, nauslilanut In d.mi.iia.' 1> 

\a naiitruirn. In tlumaian l»nst d’.iia- smdn pi.-rn, hi. m .11.1 , u..a. . ..a.ii ..i 
s.ms Ins palv}i.m.-s svim-lrlijans iln ll„ par l■,lpp.>rl uav . .itn.dr .. .p. ,. 1 « d..i. i, . 
puis Ins paKp.mns svm.-tri.pins dn nnn\-ri par rappatl .i h'.a. du.-.. .i 

aiasi d.- suitn. amis olilrmms iHidniaiii«-iil l.ais In. liaasha am. d* 11,. H,,* ' 

par nms<-<ianal t.mt In.l.Maaian 1». MaU la Ij^arnaiti.i f..i.a. n p.u . . . p-d.^-.a. . 

«pin r.at .-.msti-uil sarmssivnaa-at a n.Un Ins aas dr. aatin. n.| d'aan .. .d. pm.. 

II 1*11 mi titiui! ill* «li* IE * 

Cn d.naaian I) nst dailli-ars liaiiln p.ir In. nirrnalV-rna. n. H, II, . IF *. 

ii n't’st doin' pas simphmenl cmnt-str. (a-lt.- .uM.a.iau*. .nu.ii. 
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t'cntlu |n'os(HH‘ Iin|H)s.sible hi dcnioiislratioii dlrecte de la discontinuitc du 
i‘l U(‘c<\ssilail I’ciiiploi d(; rarlilice doril nous avons fail usage. 
l/(*\isien(a‘ d(‘ (‘es doinalnes li mites par un nombre iiifini de eercles a ete 
sigiiat(*‘e pour la |n‘(‘mier(^ fois par M. Ivlelii. 


X. — Premiere famille. 


|),uis 1(‘ paragraplu‘ XI du Memoire sur les groupcs fuchsiens, nous avons 
(‘Uvisagi* (p* id‘>. ) un he\ag'ou<‘ \B(ll)Kh\ dont les edles AB et CB, CD elED, 
KV e( Ah’ soul ei)ujugu(‘s <‘1. dont les angles B, I), F et A + G + E sonl des 
pju’ties alnpiotes d(‘ neformons <!el liexagone de laeon que ses angles conti- 
nueiil a satisfain' a <‘<^lte (Condition, inals que ses cotes ne solent plus ortliogo- 
uan\ a un indnu^ (*<‘r<‘h‘ fondannuital et elierchons a (pielles conditions 11 restera 
le pol>gon(* givneraUuir (I’lin gniiqii^ Idcineen. 

Gonsidinums doiMt 1 (^ groupie (mgcndre par notre liexagone ddionne ABGDEF . 
11 st»ra evid(*mnumt derive d(‘ trois substitutions elllptiques 83 et S3 qtii 
out respm'tivminmt puur poinls doubles B et IF, 1) et 13^, h et h’ et pour 
inullipli(‘att‘urs [d, 0 ol cp designant les angles B, D et F; 


La eombinatHon 


St change BA en BC, 
Sj » DC en DE, 
S3 » FE en FA. 


S,SaS,= St 


Cht uussi mie .sulisl.il uLion (!llipU<iiH! qui u pour points doubles A et A' et pour 
iiuilti|)lirut<‘ur <?"'«, a desiKiuuit I’nngle A + C + E- 

(’ombinaisons 

SgSgSi^Sg et S3SiS!i=S6 


uui aussi po.u> multiplioauuu's e- cl ellcs out rcspeclivemenl pour points 
d()uhi<!s (< cl (/, H cl 

Vuvcuis u.ainlcuunt (lucllcs relations doivent avoir lieu entre ces points 
doubles <n. CCS mu Iliplicatcurs. 

Soient 2 . Ic trausfurmd de .3 par S,, 3, celui de 5, par S„ celm de 3= 
parS:,; =3 sera par cou.sdquent le transform^ de 5 pr S, et nous aurons les 
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Si — 

zi — jy 

1! 

S 13 

z — B'" 

Z 2 — D 

= 

Zi — D 

Zi-D' 

^3 F 

= 

zi — F 


^2-F'' 

1 1 

= e-i'a 

1 1 


En difi(^rentiant les relations (i), on trouve 


1 dzi 

_ pih 

dz 

dzi 

,-p 

1 

— 0 r 

(5 — B') 2 ’ 

iz,-Br- 


1 dz‘^ 

= 

dzi 

dzi 

0 dzi 



(32— D)^ 

(31-0)2' 

1 dzz 

= 

dz'i 

d-z% 

dz>> 

1 (^a-F')» 

(22- F')*’ 

(^j-F)^ 

%32-F)2’ 

1 dzi 

dz 

a—lOL 

dzi 




(z-A'y’ 

{z^—Ay 

= " (3-A)2- 


Parmi les relations ( 2 ) envisageons les trois premieres de la seconde colonne 
et la derni^re de la premiere colonne et faisons~y ^ = A, d’oii C, ^ 2 = E, 
53 = A; il viendra, en combinant les relations ainsi obtenues de maniere k 


eliininer dz^ 

dzii dz2i dzz .* 




(A — B)2(G' 

-D)2(E 

— Fy « > 

' = 3-0 -cp) 


(G — B)!(E- 

-D)2(A 

— F)2 

ou 




/ON 

(A-B)(C~ 

D)(E- 

F) .a-|3-S-(p 


(B-C)(D- 

E)(F- 

— = zh e 2 


Une discussion facile montre que c’est le signe — qui convient. 

Dans le cas ou les quatre angles a, p, 0 et ^ sont nuls, c’est-k-dii‘e dans le 
cas ou le groupe se reduit k la deuxi^me famille, la relation (3) devient 


(A — B)(G — D)(E~ F) = — (B — G)(D — £)(?-. A). 

Siipposons done qu^on se donne, outre les angles a, p, 5, cp, six points 
doubles A, B, C, D, E, F de fagon k satisfaire k la relation (3). Les trois points 
doubles B', D' et F' sont alors determines par les equations 


C — B 
G — B' 


A-^B 


E-D ..C-D 


E — ly 


G — D' 


A — F' 


: 


£ — F 
E— F' 


11 n arrivera |)as exi gtiiidral que les quatre points A, B, B' seront sur un 
uH^ino cercle. 11 en sera de m6me des points B, B^, G et C^; C, C', D et D', etc. 
11 ivsulte de la q\ie, si nous construisons le poly^dre Pq g^n^rateur du groupe, 
la fa<a^ de la deuxi^me sorte de ce poly^dre ne sera pas en g^ndral Phexagone 
ABGDKK, uiais im dod^lcagone, ainsi qiPon va le voir. 

Void, (ui elleL, cominent on pent construire le poly^dre Po : 

( loiisiderons six cercles , K 2 , . . . , Kq passant respectivement par A et A^, 
pur B el B', par C et (7, par D et D', par E et E', par F et Les deux premiers 
se eouperoni en 11, et II', les deux suivants en Ho et HI, les deux derniers 


Fig. 14. 



en Ha t*i. II',. Soient maintenant K', et K; les transform^s de K, et Kj par S, ; 
ils passoroul, le prenucr par C et C', le secon(||par B et B' et ils se couperont 
enJ,etJj. 

Soienl tl(5 iiu'ine K* et K'^ les transformds de Kj et de par Sj ; K-'s et 
les tnmsformds de et de K, par S». Ces quatre cercles passerout respecti- 
vemeut par E cl E', par D et D', par A et A', par F et F'et ils se couperont, les 
deus premiers eii Jj ct Jj, les deux derniers en J3 et J,. 

Jc suppose quo ces diffdrents cercles n’aient pas d’autre point d’interseaion 
,jue eeux (,ue je viens d’^numdrer et que la position relative de ces divers 
eercdes et [)oinls soil celle qui est indiqu^e par la figure i 4 . Dans ce cas, cons- 
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truisons les spheres S/ et qui ont meme centre et meine rayon qnc les cercles 
K/ et . Puis envisageons le polyedre Po foiniie par la portion du plan extd- 
rieure a ces douze spheres. Ce polyedre aura deux faces de la deuxieme sorle, 
Ro et Rq, qui seront respectivement les portions dii plan interieure et exte- 
rieure a Panneaii forme par les douze cercles K/ et il aura douze faces de 
la premifere sorte formees par des portions des spheres S/ et ; ces douze faces 
seront conjuguees deux a deux de telle facon que la face soil conjuguee 
- de E/. Le polyedre Pq admettra douze aretes de la premiere sorte formees par 
les intersections deux a deux des spheres S/ et ; ces aretes se repartiront en 
sept cycles ainsi que I’indique le Tableau suivant : 


Aretes Somme des diedres 

Numdro du cycle. faisant partie du cycle. du cycle. 

1 AAh CC et EE^ a 

2 BB' P 

3 DD' a 

4 FF' cp 

^ HiHj et JiJj ‘2 7T 

6 H 2 H 2 e t J2 J 2 ^ 

^ ^3^3 et J3J3 arc 


Aux quatre premiers cycles correspondent les substitutions elliptiques S4, S|, 
S2 et S3; aux trois derniers, la substitution identique. Si done les cercles K/ 
et KJ sent dans la situation relative indiqu^e par la figure t 4, le groupe consi- 
ddre, dont le polyedre g^n^rateur sera Pq, sera discontinu. 

Notre groupe sera done klein^en, pourvu que les points doubles A, B, G, 
D,E, b satisfassent non seulement^la relation ( 3 ), mais a des in^galites expri- 
. man, t que les douze cercles K/ et K,^. sont dans la situation relative indiqu^e 
par la figure 1 4 . 

Le plan setrouve partage en deux domaines limitds par une ligne L. Voici 
comment on peut trouver la generation de la ligne L : on considere Pensemble 
des points doubles de toules les substitutions hyperboliques ou loxodromiques 
du groupe. Ces points doubles forment une Punkimenge P; si Pon y adjoint 
son erste Ableitung P^, on aura la ligne L. 
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XI. — Fonctions klein6ennes. 


Soil (1 im groupe kleirieeri quelconqiie et soieat 

V Y,-5 + 

les cUvorses sulistitotloiis dc ce groupe. Formons, comme dans la theorie des 
fonctions fuchsicnnes, la scrie suivante : 


(0 


0(.5j)= SH 



ad- 


ralgorithmc H( 2 ) representant une fonction ratiomielle de ^ dont aucun infini 
nc se confond avec un pcjint slngulier du groupe, et m designant un entier 
plus grand cjue t . 

(letle serie est convergente. Dans le paragraphe I du M^moire sur les fonc- 
lions fuchsiennes, nous avons donnd deux demonstrations de la convergence de 
(mtt(i stlrie. La preiniere de ces demonstrations subsiste dans le cas qui nous 
occupe; 11 n’en serait pas de meme de la seconde. 

A tout groupe kleineen correspondent done une infinite de fonctions theta- 
kleindennes @(s) et de fonctions kleineennes b (^) jouissant des proprietes 


0 

F 


( 

( 


Y/iJ -+• 3/ 

'^iZ 0 / 


^ = 0(-s)(y/-5 ■+• 


(ics fonctions jouisseal des ra^mes proprietes que les fonctions fuchsiennes el 
lln'-lufiichsiennos. Par consequent, toutes les fonctions kleineennes s’expnment 
l•ationucUeln<‘nl it ralde de deux d’entre elles, x et enlre lesquelles ily a 
une relation algebrique 

(a) /(a?, /) = o 

dont. le genre cst cigal & celui du groupe G. Quand ce genre est nul, toutes les 
fonctions kleineennes s’expriment ralionnellement k I’aide de I’une d’enlre 
dies que j’appelle 


2 q 6 MKMOIRE SUR X.KS (iROlJPES KliKINEENS. 

et P2 soiit deux integrales de requation liucaire 


( 3 ) 

qiii se reduit a 
(30 




dx^ 




r=cp(^)y, 


dansle cas ou le genre esL iiul(e/. paragiuphe I V du 3/dmmre stir /rs fanrtions 
fuchsiennes)] dans ces dqualions, cp designc un(‘ foiKiiiUi rntHuuudlc*. 

Examinons quelques cas parliculiers, el (raburti repreutins rt*t|uutinii (3*) 
des paragraphes V et VII du Mdinoire ^ur les (dnelions fuchsieimes : 


d^p P(:r) 


Py 


ou 


dx^ Q^(x) 
q(x) -(x — ai ) (.r — aa ) . . )• 


Le polynome P(a?) est de degre 2n — 2 et je suppose qiPil sul isfait iinx n h 1 
conditions suivantes : 


( 4 ) 


coefficient de dans P(^) »•— ( - — 

\4 4fJh/ 


Les nombres p|, ^2, ..., sont des entiers pusltifs qiii peiivent devenir 
infinis. 

Nous avons vu que, si le polynome P(^) [outre les n H 1 eiirulitioiLs (4) qiii 
sont complexes et qiii, par consequent, dquivaleat li ii/t-pa eonditioii* 
reelles], satisfait k 2n — 4 aiitres conditions reelles td transeemlantes, lit 
variable a? est line fonctlon fuchsienne du rapport des iategrab^s. 

II resulte de la theorie pr^cddente que, si le polynOme P(.rj saii^fiiit mm 
seulement aux conditions ( 4 ), inais a certaines indgaUids^ la variable x sei%i 
une fonction kleineenne du rapport des intdgrales. Supposous, en eHet, les 
conditions ( 4 ) remplies; appelons ^ le rapport des iutegral<*s de requation (J| ; 
quand x reviendra a sa valeur initiale, aprks avoir d(!crit uu contour lerrm* 

= se changera en e*- substilutions 

: • V J 

formeront un groupe G. 
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Si ce ^roupe esl kleiiieea,,^ sera une fonctioix klemeenne de Or ce 
groupe Or, coniine on le voit alsement, est derive de 11 substitutions elliptiques 
mi parivboli(|ues S\ , S2, . . S«, ayant respectivement pour multiplicateurs 

tiTt 2 /'It 2/7t 2 /'ll 

6 Pi , e , e (^3 , . . . , 6 . 

liW coinliinalson 

Sj, . . . S/j 

s(‘ra aussl unc substitution elliptique ou parabolique qiii aura pour multipli- 
ca leu r 

lire 

e ‘ . 


Or nous avons vu an paragraph e precedent qu’il sutfit de certaines inegalites 
imposdes aux ooefncienls d’lm parell groupe G pour qu'il soil discontiuu. II 
sulTira done aussi d’iinposer ccrlaines indgalilds aux coefficients de P(a;) pour 
qua OG soil fouctlon uniforme de 

Roprenous de m<5me I’dquation (3) du paragraph e VI du Mdmoire sur les, 
fonctious fuebsiennes 

(3) S = = 


J’apiiclle Cn di analyliques pour lesquels on a a la fois 


d'^ 


dx ' 


r.,.pUI. >H lc» poirtB ,„.ljuq..« dilf<!re»l,s d. c,-, d, et po„t lesquet. >• 
devLenl lafiuie. Je suppose que la tonclion <p satist.sse .u% cond.- 


fonclion !f 
lions suivantes : 


(pour X = Cj, y — (U), 


('>) 


1-^?- 


(pour X = ai,y = bi). 


\\m{y~diy(^\{oo,y) 

lim {oa — at) o / ) — - ^ 

des entiers pogitifs qui peuvent devenir infims 
la .fonction <p satisfail en outre a certaines c^ondiUons 


Les nombres sont encore ici 
Nuns avons vu que, si 


NOUS avous vu i riP nipme 

.u„»„ud.uses,.esao»oUoafuoW.unedu»ppo,lades^,.Ue.B^^^^^^^^ 

si celle touesioafsaustaUnon seulemen. aup equanons (a), ma.s a ceU 


iL p. - n. 
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megalites, sera fonction kleineenne de La demonstration serait tout i fait 
analogue a celle qui precede. 

Ainsi pour ,u, Jans I'Jqualion ( 3 ) en fonction de . soitnne fonc- 

ttonklemeenne do la prennor., de la deniiimo on de 1. sixiimo famille, il 
auffu do cemtnes egalites algebri^ues et de eenaines in4galites. Nous 
n avons |»s i nous d’dgalib! ,ran>cendanu . II n’on os. pas de mdne 

pour es foueltons des aalres families. Si nous voulons, par eiemple, ,„e, dans 
I equation 3 ), a: soit fonction kleindenne de la troisiemo famille du rapport s 
des mtdgrales, il faudnr nous imposer eortaines egaliles transeendantes. 

Reprenons en eOet, I'e, nation ( 3 ) du paragraphe Vlll du Mdmoire sur 

les lonctions luchsiennes 


div 

f 

en supposant qne la fonction o satisfait anx conditions enoncees k la page 244 
de ce paragraphe (lignes 3 et suivantes). Soit n le genre de la relation A = 0; 
legroupekleineen de notre Equation ( 3 ) devra ^tre de genre n et dependra 
par consequent de 3 n -3 paramhtres complexes; c’est-k-dire prdcisement 
autant de param^>tres qu’il y a de modules dans la relation 41 = 0. Quand on 
se donnera cette relation <|f = o, le groupe kleineen sera done entierement 
daermine; il en sera done de m6me de la fonction Il resulte de la que cette 
onction est assujettie, mde'pendamment des conditions algebriques de la 
psge 044 du Mem„ire sur les lonctions fuchsiemes, i, fl conditions trutscen- 

.dantes, putsque ces conditions algdbriqucs no suffiraien. pus pour la deter- 

miner. j. i 


XII. — Historique. 

Schottky qui a le .premier remarque' la discontinaite de certains 
groupes k eineens {Journal fur die reine und angewandte Mathematik, 

n • ^ ^ groupes symetriques de la troisieme famille. 

IJepuis, M. Klem a approfondi la theorie de ces groupes dans diverses Notes 
mserees aux Mathematische Annalen (t. 19 , 20 et 21) et dans un .Memoire 
\t y ^ iiisere dans le 21® volume de ces memes Aimales et intitule 

Riemannsche Functionehtheorie. 
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J’uvais inol-mcmc, clans deux Notes quo j’eus I’lionneiir de presenter al’Aca- 
dtrmici des Scicnices de Paris Ic 37 juln et le 1 1 juillet 1881 (^) (voir Coinptes 
rendiis^ l. 92 et 93), chioncc^ succinctement la plupart des resuliats exposes 
# dans le present Mc^nioire. 


SUE 


LES GROUPES DES EQUATIONS LINEAIRES 


0 ) 


Acta mathematical t. 4, p. 2oi-3ii; 1884- 


Dans trois Mdmoires \^Theorie des groupes fuchsiens (-) [Acta mathema- 
tical t* I, p. 1-62); Memoire sar les foiictions fuchsiennes (^) [Acta^ t. 1 , 
p. 193-294); Memoire sur les groupes kleineens (^*) [Acta^ t. 3 , p. 49-9^)] 
j’ai ^tudi^ les groupes discontinus formes par des substitutions lin^aires et les 
fonctions uniformes qui ne sont pas alterees par les substitutions de ces 
groupes. Avant de montrer comment ces fonctions et d’autres analogues don- 
nent les int( 5 grales des equations lindaires a coefficients alg^briques, il est 
ndcessaire de r^soudre deux probl^mes importants : 

Etant donnie une equation lineaire d coefficients algebriques^ deter- 
miner son groupe. 

2^ Etant donnee une Equation lineaire du second ordre dependant de 
certains parametres arbitraires ^ disposer de ces paramdtres de rnaniere 
que le groupe de V (Equation soit fuchsien. 


I. 


Invariants fondamentaux. 


(I) 


Occupons-nous d’abord du premier de ces probl^mes. 
Considerons une equation quelconque a coefficients algdbriques : 


dPv 

dxP 








dP-^v 

dxP-'^ 


y) 


dv 

dx 


■ cpo(x, J)(> = 0. 


(^) Termine le 20 octobre i883; imprime le 9 fevrier 1884. 
(^) Ge Tome, p. 108-168. 

(®) Ce Tome, p. 169-257. 

(^) Ge Tome, p. 258-299. 


N. E. N. 
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Dans cette equation les <? sont des fonctions rationnelles de deux variables a; 
et y liees entre elles par une relation alg^brique 

(2) 


'1' (•^1 y ) = O' 


SupposOBS que I’on considSre u„ syslime (ondamepP.! d'iMagvales de 

liquation (i) 

et qu’on fasse d^crlre a x un contour ferine C tel que y revienne a la meme 
valeur ; les integrales Uq , prendront des valeurs nouvelles tv, , 

«>, qui seront des fonctions liiieaires de leurs valeurs initiales, de telle sorte 

qii’on ait 

1 • o snbiroiit une substitution 

En d’autres termes, les integrales (2? -‘m 

lin^aire ^ 

S = (Pi, P2, ^p\ 

qu’on pourra representer par le Tableau k double entree des coefficients . 


OCii 0(21 

0(12 

0(lp 0t2p 


“/U 

a;, 2 

OCpp 


Si Ton opere ainsi pour tons les contours G possibles, on obtiendra un en- 
semble de substitutions lineaires qui formeront un groupe G. Ge sera e 

groupe de V equation (i)- p/. • p 

On pent toujours supposer que, dans I’l^quation (i), le eoe icient e 

identlquementnul; car si cela n’etait pas, on ramfenerait an .cas ob cecoefi- 
cient est nul par une transformation bien simple et bien connue. On eu 
conclut que le determinant de la substitution S est egal ii 1 unite , on a one 


( 3 ) 


S ifc OCll 0(22 • • • ^PP — ^ * 


Da connaissance del’ equation (i) et dii contour G ne suffit pas pour deter- 
miner la substitution S. En elFet, cette substitution depend en outre du cboix 

_ « . 1 . ... fi 


(^27 • • -7 


du sjst^me d’intdgTales fondamentales ^ ^7 . * * _ 

Supposons qu’on les remplace par p aulres integrales fondamentales 
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On aura 


de sorte que la substitution 




Les racines de cette dquatiou, et par consciquent aunsi sqs roetlien*iit^^ tie 
changeront pas quand on remplacera S par ar"“* So*, da .saroiit inviiriiiiitH 
de S. 

Ces invariants sont au nombre de /> — i. En adet, I'dqmilloit an / i d) tla 
degre p; elle a done p + i coefficients. Mats le coaniaiaul da /a i*t la tarnia 
tout connu sont 6 gaux k i; il reste done p — i invariants, ilas iuvariiuilH, ijiii 
soiit des coefficients de rdquation (4)7 seront dc.s fonctions antit*ras das 

Supposons que les intdgrales ***7 soient dtdinias da la maiuara 

suivante : 

Au point initial du contour C (pourii?=o, par axeinpla) a^i a^^al u t at 
ses p — I premieres ddrivdes sont nulles; a« est nul, uinsi <jua sas p - % pra- 
mitres d< 5 riv^es, k Fexception de la d^riv^e d’ordre i --- i qni a|;al<^ a i » Sail 
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luaiiilemmt ivl ce que devient TiiUegrale i>k quand oo revient au point initial 
apres avoir decrit le contour G et ce que devient sa derivee d’ordre i — i; 
on aura 




= a//,. 


11 en rdsulte que les invariants sont des fonctions rationnelles entieres des 

« • 1 • 1 w .• / \ J • 


Supposons en partlculier /a = 2 ; Tequation (i) devient 
el I’dquation (/i) s’dcrit 




+ JK) = 0 




= 0 


on 


-i- 4- ^^^2 ) H- ^ = 0, 


La subslkulloa S admet alors comme invariant unique Si k est son 

multiplicaleur, cet invariant est prdcisdment A' + ^ 

Si Ton connaissait les invariants de toutes les substitutions S, le group e G 
serait coiupletement ddtermind, puisque nous ne le regardons pas comme dis- 
tinct de ses transformes a- Ga. Mais il ne sera pas ndcessaire de connaitre 
tons ces invariants, il suffira, d’en connaitre un certain nombre que nous 
appellerons invariants fondamentaux et dont tons les autres ne seront que 

des fonctions. • i r 

Combien y a-t il d’invarianls fondamentaux? Supposons que'le groupe G 

soil ddrivd de « substitutions fondamentales. Les coefficients de chaque subs- 
titution seront au nombre de f-, mais ii cause de la relation (3) il n en restera 
quo d’inddpendants. Pour les n substitutions, cela fait ea Lout 

coefficients. Mais nous ne considdrons pas comme distmcts le 
groupe G et ses divers transformds. Il faut done retrancher p’- - i du nombre 
prdeddent et I'on arrive k cette conclusion que, pour determiner e group , 

laut {n — i) (/)-— 0 , invariants quelconques (poiirvu qu'ils 

Si done on se donne (n - i) (P - G iii^^rian q 

soient inddpendants), tons let Invariant’s de 

cholsira, par exemple, pour invariants fondamenta . 

Yn _ I^ f » -+- G substitutions convenablement choisies. 

\n ~ ) \J ) /t\ '1 ses coefficients rationnels. 

Otipeultoujoutssiippi)serquelequ.tio () .„it une relalioa 

E„ eflet. supposons q„. cal. ne soil pas at qua 1 equauon (s) son 
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algebrique de degre de telle facon- qu’a chaque valeur de x correspondent 

m valeurs de 


yl^ •••3 ym-i- 


(3ii pourra to u jours tracer, dans le plan des x^tyi — i contours Ci, Co, • • •, ^ni-\ 
tels que, quand x decrit le contour C/, se change en j/. Soient maintenant 


/j 0 / j 0 

y I • • • 5 


integrales fondamentales de Tequation (i) correspondant a la valeur jo de j. 


Soient 


ce que deviennent ces integrales quand x a decrit le contour 0^. Cela pose, 
les mp fonctions 

ft A ..rt 


gatisferont k une equation (i^) lineaire et d’ordre m>p dont les coellicients 
seront rationnels en x. La connaissance du groupe de (C) suffira pour deter- 
miner le groupe de Liquation (i), 

Supposons done que Pequation (i) ait ses coefficients i^ationnels et qu’elle 
prdsente /I 4- i points singuliers, en y comprenant le point oo, s^il y a lieu, et 
en n’y comprenant pas les points k apparence singuliere. Le groupe est alors 
d^riv(§ de substitutions fondamentales, et il y a ri i de ses substitutions 
dont on connait immediatement les invariants, a Laide de requatlon determi- 
nante, pourvu que les integrales soient regulieres ; ce sont les substitutions 
auxquelles on est conduit en faisant decrire a la variable un contour lerine qui 
ii’enveloppe qu’un seul point singulier. II reste done a calculer les invariants 
de — 2 substitutions. 

Soil a un point singulier quelconque et soient 

i . .Xi, .■.'Xa, ■ -Xp 


les racines de Tequation determinahte correspondante. 

il y aura, dans le voisinage dii point a, p intdgrales particullk 
quables. La A*'®""® d’entre elles sera egale a {x — multipliec 


rement remar- 




iee par une fonc- 




Tm. 


n holomorphe. Soient 




' ' ^ ", -j- ' ' ^ 
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CCS /> inl<‘gral(\s que j’appellerai integrales par rapport an point a. 

Lorsqvie la variable decrira un cercle infmiment petit autour du point a, 
CCS p integrales v sublroiit la substitution lineaire 


glTzAi o 

o 


que j'ap|)ellerai siibstitation canonique relative au point a, 
Soicnl, de mdnie, 


an, 


les inttigrales canoniques par x'apport k un second point singulier b. 

.loigiions les deux points a et 6 par un chemin quelconque amb. Lorsque la 
variable parlant du point a et dderivant le chemin amb sera parvenue dans le 
voisinage du point les integrales canoniques e,, ^ 2 , •••, *•> seront devenues 
des fonclions lineaires des intdgrales canoniques «>„ iV;,, de te e 

sorte (jiron ait 

l/tx sul)stitution lineaire 


Vk = 



Pu 

P 21 


Pl2 

^22 

fip2 

P.P 

P 2 P • • • 

ppp 


S = 


h. s„buU.Uon ausilmire relative a. chemi,, SI- I’on 

sappclK ia >a . ( ronnaitra aussi une substitution du 

c.cttc 3 ,,bissent les intdgrales canoniques 

Oi, o-n • • -1 ‘ /U ^1“'^ ’ 1 . . , „A;r.t /) fl (icr it ensuite un cercle 

0 , hen, in amb jusque dans 

inf.ui.ncnt petit autour du point b et revient eni 

T)ar Ic (duunin bma^ h Ouand la variable 

Suit i: la substitution canonique relative au point b Quand ^ 

- te. iatdgrales e suhiront la substitution S 'Sb- 
ao.erira le contour precite, les Integra ^WuUerspar » chemins 

Supposons qu’on joigne entre eux es n quelconques de ces 

qindcoiiques, de fagon qu’on puisse circn ^ connaitra les substi- 

„.,i.U.s singuUers . I’aide de ces n ,, P,,,,,ion ( 1 ) sera 

l,„ioiis auxiliaires relatives H ces n chemins, le groupe q 

coiiipUdcment daermind. 3^ 

H. P. -II. 
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Soienl, eix eftcl, a Vmi ties poiuls siiiguliers el //|, 

Joiguoiis, par exemple, l«i point (t a t^hacmi ties pt>ints hi |)ar uin* clroilt*. 
Solent S, S|, substitutions eunonitpu^s n‘lalive'> rt*>ptM'i isoiuout 

uux points (t, />,, h.,^ ..., ; soient S<, S^, les substitutions au\ihairrs 

relatives au\ elunnins (ih ah^^ l^e groupt* tie retjualltui (ii ‘^era 

derive ties n -1 i substitutions 

entre lesquelles il ya crailleurs la relation 

Sup|)osoxis nmintenaut qu'on distingue deux ties ptdnts siugulierH #1 el It; rt 
soient €|, €2, < It^s // —i autres. Joignons a ei h par fi - t ebeuiiiis 

dilTtlrents aniib^ arn^b, (tmn^ib et soient vS|, S-j, , les Hubsitiu* 

lions auxiliaires corrtjsptuulantes. Ges /i — i eheiulns piu 1 ag<*rnnt It* jiliiri 
en i regions; sujiposons tpie ehaeune de ees regions etintienni* 1111 jiniiit 
singnlier a et un stud. L<‘ groupe tit! I'tkjuation (i) sinvi enlituTineuI ddlrr- 
ruini!. Si, en ellel,!' t!sl la sulistitutioii canonitjue relativt* an ptdnl a, b* gniujii! 
sera dtSrive des /t substitutions 


S^Ss, 






•4 - I H . 

j I* 


Supposons quo le point Ci stiit contenu dans la rdgitni liuiilee jiiir le» tleiix 
chemins atfiih et /;, dtuunvons iin contour situd tout eiit ier rliiii^ retlit 

rdgitui et enveltippant le point cx; quand la varialde tiderira et* eiinliiiir, le* 
iutdgrales canoulques relatives au point a subiront la sulistitiitioii 

Bj* S/4.1. 

On voitque, ptiur determiner le groupe dt! IV.tjuation ( n, il sulltl de t niiiiaiire 
soil les invariants fondamontaux, suit certaines substitutions aiixiltain**** 


II. — Oaloul Bunn6riq[ne des inTariants foiidamemtaux* 

Les invariants ftuidamenlaux qul ddbnissent connd«*ieiuetil le grniqie ddito* 
equutitni lindairt* sout dvitleminent des fonctions des coeffieieiiU di* rellr njii.i* 
tion; dkiu le |m.d)lemt! suivant qul se pose tout naturcdleiueiil : r/e'le7‘Wii«ri 
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(*/i Jorict(o/i de ces coeJ/icienLs . Mais on realite ce probleme 
<‘si doubli^ : oil |HoU [vroposer de caleulcv iiiinicriqueinenL ces invariants 
ijiiantl on a alFairc^ a une equation nunu'irique donnee; mais il n’est pas non 
jduH indif*n(‘ trinteri^t d'dtudier, an point de vue de la theorie des fonctions,la 
laeoti iloiit varimit les invariants quand on fait varier les coefficients. Les me- 
tluHl(‘s pnqin's an cahrul numerique ne nous apprennent rien sur la nature de 
(‘es fon<‘tions, |uuidant (pie les IVirimiles les plus instructives li ce dernier 
|voinl d(‘ vu<‘ camduiraient h des (uilculs penibles si Fon voulait les traduire en 
nonibrc's. 

An poiiii d(‘ vu<‘ du (‘aleui numerique, un grand nombre de nubbodes onl 
dejii ete |>roposi*es, parmi U'scpudles je citerai celle de M. Fuchs [Journal de 
L 75) rX eelb^ de M* llamlnirger (Journal de Crelle^ t. 83). 
ha melhodcMie M. Fuchs eonsiste h disivinguer deux des + i points sin- 
gulituN, a i‘l (aunuu^ a la liu du paragraphe prectident, puis k diviser le plan 
vn n I ri'gions |)ar n — i clitunins am,| 6, am .2 - • •, anin^\ hi de ia(}on que 
ehamiiK* d(! ctes n •*- i r(!gions (amllenne un des /i — i aulres points siilguliers 
{ et en scnih Le savant g(!om^jtre (rileidelberg donne ensuite un 
ddvidoppennmt des iuH'gmles canoniques relatives an point a et ce ddvelop- 
pcummt (‘Ht valable dans une certaine ri^gion E«. De mdme, les intc^grales cano- 
uifpies relatives uu point h sont susceptililes d un dtiveloppement valable dans 
un(5 r(%iou II/,. IjCs dtrux rtigions et R/, onl it i parties ccinimunes Pi, 
lb, lb i‘ IRi d’ailleurs tmccr le chemin arriib de telle facon qu’il 

rested eouhtamiumit iutdrieur Ji lame des regions R« et on k toutes deux a la 
fois, (U qiPil lrav(^rs<^ la rtigion P/. 11 sufht alors de comparer les deux ddvelop- 
peuKuUs d<‘ M. iMiehs pour une valeur de^' quelconque intiirieurck P/ (rdgion 
dans hiijuelle les deux (yveloppemenis sont valables k la fois) pour pouvoir 
viilvulrv h*s eotd‘li(d(mtH de la substitution auxiliaire relative au (?hemin aimb. 


1 4 - groupi* d(^ r(‘(piation (i) (^st ainsi entikrement ddtermind. 

On pent varier (unie mdthode k rinfini ; supposons, en effet, que nous joi- 
gnions (hmx points singnliers quelconques a et b par un chemm quel- 
iunuinramb vX ipie nous cherchions la substitution auxiliaire relative k ce 
cdimiiin. 1h‘aeons autour des deux points a et b deux regions quelconques R« 
to U/*, Udb^s : 1 “ (pu! la premia, re contienne Funique point singulier a et la 
MMunuht Funique point singulier 6; qublles aient une parue commune P; 

<pie le ebemiu amb reste constamment int($ricur au moins k Fune des 
regi<ms H, et R/, et traverse la region P. Supposons que deux fonctions/.(^) 
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Lo^ R. la tonctlon/, (oa k tonctioaA) aieul co.astammeat leuv module 
Lterieurd de telle sotle ,ue ces deux fouclioas douueut eespecuvemeut la 
represenution conforme do cercle de rayon . et de centre o sur la regton , 
et sur la region Rj. Je suppose de plus 

/«(«) = o. /i(^) = °- 

Les int&rales canoniques relatives an point „ se ddvelopperont sulvant les 

A f L developpement, doat les coefficients se calculeat par 

puissances de /.(a?). Ge developpe ’ intdgrales cano- 

rdcurrence, sera valable dans toute la region R„. Demcme, les ^ 

Tlques relatives an point ^ seront. dans tou.e la rdglon R. 

vant les pnissanees d. /.(a). 11 sutfira de comparer es 

pour nn point de la rdeion P (od Us -nt valabl.s a la lots) pon. ealenle, 

coefficients de la substitution auxiliaire clierchec. f f, 

T> I- ■R facon erne les toiicUoii>s fa et/^ 

On ehoUlta les regions R. et R. de telle laeon q 

sclent aussi simples que possible. On ponrra prendre, par exemplc, i.n 

on nn Jean Lite par deux arcs de cerole q.d se eoupent. on la por- 
tion dn plan comprise entre deux droites paralliles . 

Void maintenant en quo! consiste la methode de M. ' 

Salt 0 un des points singnli.rs et so.ent c, ds, 
ranges par ordre de module croissant; soient p,, ,o„ ■■■,?» 

CO Jr Ions les denx cercles qni ont pour centre I'or.gme et pour rayon f , 
et p/+,. Considdrons un contour ferme C coinpris tout entier ans 
annnlaire limitee par ces denx cercles. Soit A un pent de ce cento, n , 

supposons, par exemple, ^ y/p7p — 

doit r V, , Or nn systCme fondamenul d'integralcs dans Ic voismage dn 
po nt A s j; ;, J.. . ...r, ceqne dc.ien.cnt cos Integralcs qu.nd on 
Lvient an point A aprds avoir decrit le contour C. Res IntCgralcs o pCnvent sc 
developper suivant les puissances croissantes de 


et si Ton a 


\x — lA. 


les ddveloppements sont encore valables quand on fait 


la? — lA = ai'n:. 
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En substituaixt alors am ii la place de la;— lA dans les developpemenls des 
integrales p et de leurs derivees, on aura les valeurs des integrales w et de leurs 
derivees, ce qui suffit pour determiner la substitution du groupe de 1 equa- 
tion (i), qui correspond au contour C. 

La mdthode de M. Hamburger pent etre alsemenl dtendue au cas ou 

1 p/+i — 1 A < a It. 0 

Nous poserons, pour abreger, 

TC 

1 p/q-l 1A= f 

puls nous developperons les integrales suivanl la puissance de 

Le developpement sei^a encore convergent pour 

a? = A 
ou 

g-27Ca__i 

En remplacant, dans les ddveloppements des intdgrales c el de leurs ddrivdes, 
^ par cette valeur, on aura les valeurs des intdgrales m et de leurs ddrivdes et 
par consequent la substitution qui correspond au contour C. 

II suffit de rdflechlr un instant k la nature de ces mdthodes pour comprendre 
qu’on peut les varier a I’infini. Le calculateur devra se gulder dans son cboix 
d’apres la convergence plus ou moins rapide des series employees. Or cette 
convergence depend ayant tout de la position relative des n+i points 
singuliers. C’esl done cette position qui ddterminera le cboix d’une mdthode. 

Mais aucune des mdtliodes ainsi proposdes ne nous apprendrait rien sur les 
propridtes des invariants fondamentaux considdrds comme fonctions des coeffi- 
cients et Studies au point de vue de la thdorie des fonctions. C’est cette elude 
que nous aliens aborder dans le paragraphe suivant. 

HI, _ Propri6t6s des invariants fondamentaux. 

Ecrivons F^quation (i) sous la forme suivante : 

kz=p — 2 i = n * 

dPi? __ ^ ^ A/ti-r 

(i) ZmL Zd dx^ 

/'=0 i=l h 
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Pour (^crh'e aiusi cette equation nous avons decompose en elements simples 
les coefficients des diverses derivees de e, qui par hypotliese sont des fonctions 
rationnelles de x. Nous avons suppose de plus c|ue ces fonctions rationnelles 
n’admettaient pas de partie entiere, car il est ton jours peiunis de Piire cette 
liypotli^se. 

Les invariants fondamentaux que nous cherclions seront des fonctions 
des ai et des h-uu' Gonsiderons d abord les a/ comme des constantes et les A 
conime seules variables. Je dis quo les iiwaricints seront des fonctions en- 
tieres des A. 

Pour le faire voir, il suflit de demontrer ce qui suit : 

Ecrivons requation (i) sous la forme suivante : 


(!') 




Les les sont des fonctions rationnelles de x que je suppose entitirerncnt 


ditermintSes; a et [5 sont des parametres que je vais regarder comme variables. 
Il suffit, dis-je, de demontrer que les invariants sont des fonctions entleres de a 
et de 

Gonsiderons iin point qiielconque a du planet decrivons de ce point coimne 
centre un cercle K assez petit pour ne contenir aucun point sing u Her. Soient 
Pj, Po? •••7 P assujetties aux conditions suivantes : 


Pour X Ci = r» ses jo — i premieres derivees sont nulles; 

(^^• = 0, ses/?— I premieres derivees sont nulles, excepte la d(^nv6e 
d’ordre i — i qui est ^gale a i. 


Les int^gi’ales Pi, p^i, •*•7 c>p sont developpables a Finterieur du cercle Iv 
suivant les puissances croissantes de a? — a. Le coefficient de (a? — a)"^ est un 
polynome d’ordre m — p + i en a et en p. On a done un developpement de ces 
intdgrales suivant les puissances de x — a, de a et de p. 11 reste k faire voir 
que ce developpement est convergent. 

Si I’on regarde p comme fonction de a?, de a et de p, Fdquation (i) pent 6tre 
regard^e comme une < 5 quation aux differences partielles et le thdoreme de 
M"'"" Kowalevski (Journal de Crelle^ t. 80 ), appliqud k cette Equation, montre 
que p pent 6treddveloppe suivant les puissances de x — a, de a — aQ et de P07 
pourvu que x soit intdrieur au cercle K et que les modules de a — ao et de [3 — 
soient suffisamment petits. Ainsi p est une fonction holomorplie de a et de [3 
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dans le voisinage d’un point quelconque Poi c’esldonc une fonction entiere 
de a et de p et le developpement de p suivant les puissances de a; — a, de a et 
de p est convergent quels que soient a et p, pourvu que a; soit interieur au 
cercle K. 

II fautmaintenantdeinontrerqiie, si a; ©st regarde commeune constante, c est 
encore une fonction entifere de a et de p, qiiand meme x est exterieur au 
cercle K. Pour d^finir compl^tement la fonction e dans ce cas, il ne suffit pas 
de se donner la valeur de a;, il faut encore connaitre le cheinin amx par lequel 
cette variable a atteint cette valeur, en partant du point a. 

Supposons, pour fixer les iddes, que b soit un point interieur a K, que K' 
soit un cercle ayant son centre en b et ne contenant aucun point singulier, 
que X soit interieur au cercle K' et exterieur a K, enfin que le cheinin amx 
soit tout entier interieur a la figure forrnee par I’ensemble des deux cercles K 
etKh 

Soit w,, Ma, Up un systeme fondamental d’integrales defini comme il 
suit : Ui devra satisfaire pour x=b aux meines conditions auxquelles etait 
assujettie p,- pour x — a. 

Soient v\ la valeur de vi pour a? = la valeur de sa ddrivtSe On 

aura 

k=p 

Pj- Ufc' 

h = \ 

Or les pj sont des fonctions entieres de a et de P puisque le point b est inte- 
rieur au cercle K, etles Uk sontaussi des fonctions entiiires de oc etde p puisque^ 
le point X est interieur au cercle Kh Done les Pj sont aussi des fonctions 
entieres de a et de p. 

Le raisonnement serait le m^me si, au lieu d’avolr a considdrer seulement 
deux cercles de convergence K et K', il dtait ndeessaire d’en envisager plu- 
sieurs. 

Supposons maintenant que le chemin amx se rdduise kun contour fermdC. 
Les valeurs des int^grales p/ et de leurs derlvees ne sont alors autre chose que 
ce que nous avons appele w'l dans le paragraphe 1. Or les invariants fondamen- 
taux sont des polynomes entlers par rapport aux (p*, ceseront done des fonctions 
entieres de a et de p. 

Ainsl quand on regarde les ai comme des constantes, les invariants sont des 
fonctions entiferes des Aaaj et peuvenl par consequent ^tre ddveloppes suivant 
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, I p^r.=irlf!rnns un crvielconque cles coefficients 

1., p„is»,.ces “2“““;;^ e“d.m,»ea. one foncUon de. «, el c’e.l 1. n,- 
de ces developpcmen , ^tiidler H est aise de voir que ces 

— eelle lonclinn IJ-', ^ ;:L;:::::cce.Wei. e„ e.el. 

grale c,- suivant les puissances de a et de 

. V . „ ,„„l oblenn le coetllcienl e„., pal d. simples quadiaunes. Jc 
Je dis qu on i - vrai aussi 

suppose, eneffel, ,»e cela s.itvK. pom 0 ,..-,., 

ponro,„,caronaidenliquemenl 




dxi^ 


dP9i,m-\-n ^ ^ 


d^^ Vi,n 




dx^ 


et la ddrivee de c,»„Vexprimant ii Faide de quadratures successivcs, 

sera de m^me de la fonction elle-meme. 


tion Vinm euc-i.-seai.e,. ^ 

1. rniofficient de a^'S" dans le devcloppemcnt de n>,.. Lc 
Soil mainteuant ^ quadratures, et 11 cn sera 

coefficient s’exprlmera pour la m^i ^ ddveloppement des invariants, car 

de msme des coetficienls qni .,,,Ue„es ponsse, 

ce sont des polynomes enl.ers pm »pp«l , , 

plos loin I'dlode dn ddveloppemen. dc 1 . toncuon i,. 1 


dx 


,\(x, a,) = / 

t/O 

A(^, ai, «2) = / 

^''^0 


X — 


dw A(3?, ) 

a; •— a2 


A(ai, a,, aj, 1, 


■t/.rA(.T:. ct,, . • - s 


;r — «// 


Ke,n.U..ons nmi.len.nl q.'on penl ‘--'“X 'l! r:, 

dep m,«lion. simulmndes d. inuodniec 

d.n. le voisumBO de cl, .con os pon e 

p variables siivuiltanees a» t, Us, /> 

p equations siinultances 

; dx 
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Les Oik seroat des fonctions rationnelles de la forme suivante . 

V' • 

(2) — ax’ 

les A/,a,x etatil des constantes. Supposons par exemple p = a, 1 equalioa (i) 
s’ecrira . 

dx^ Q2 ’ 

Q sera le produit {x - a,) {x - a,) ... (a: -a„) et P sera ua polyaome en x 
de degre 2/1 — 2. Nous pourrons touj ours trouver deux polyuomes entiers 
el C de degre n — i en a: et salisfaisant identiquement k la relation 

C + A5-I- A'Q-AQ'=P. 



Posons alors 0 = u, et introduisons uue 
ecrire 


variable auxiliaire u.. Nous pourrons 


= + 


du\ 
dx 


■ 


Q 

Q'— A. 


u%. 


Les coefficients sont bien de la forme (2). 

T 1 est ais 6 de voir maintenant que, si Ton developpe I’lntdgrale vi suivant es 
puissances des A, a, le coefficient d’un terme quelconque sera une somme e 
fonctions telles que A ou les param^tres seront autre 

<n,e 1.S points singnlier. «=. ■, n. ** ■*““ I”'"'™!” 

et chacun d’eui pouvant d’ailleuts «lre rdpdtd un nombte quelconque de ois. 


lY. Fonctions inverses. 


Nous avons jusqu'ici eindid les invariants fondamentana comme fonot.ons 
le. coetScienls de I’dquation (.); mais si, au contra.re, on tegarde les eoe 
dents comme des fonctions des invariants (ondamentaua, on est condn.t a 
nmseendante. intCressantes qui jouent par rapport ana Cquattons ImCatres 
„«me rile que la tonclion modnlaire par rapport am intigrales elhpt.ques. 

Mais ici il importe de faire une rematque ; reprenons rdqoation 


0 


^P = ^’f'‘dxk 


H. p. — n. 
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et considerons les infinis des coefficients ils serontde deux series : les uns 
seront des points singuliers proprement dits et quand la variable a? decrira un 
contour ferme autour d’un de ces points, les integrales subiront une substitu- 
tion lineaire; les autres seront de simples pdles des integrales ou bien encore, 
si a est un pareil point, toutes les integrales se mettront sous la forme 

(a: — a)^ip(a’)> 

1 etant une constante qui est la meme pour toutes les integrales et ^{x) elant 
holomorphe. II en resulte que, quand rr decrit vin contour fermd autour du 
point a, toutes les intdgrales sont multipli^es par un m^me facteur et que leurs 
rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces points s’appelleront des 
points d apparence singuliere. Pour qu’un infini des coefficients o* soit un 

point k apparence singulifere, il faut conditions. 

Supposons done une Equation de la forme (i) admettant n points singuliers 
outre le point a=, savoir et ^ points a apparence singulifcre 

*je suppose que les integrales soient partout regulieres. L’dquation (.) 
s’^crira alors A'== -2 

■“ 2 d * 

A- = o 

Nous posons 

Q - (a? — — 62) . . • 

el P/( est im polynome d’ordre 

(/? — /:) (n-h ^ — 1). 

L’dquation (i) contieut alors 

parametres, k savoir : 

1° Les “H ^ infinis a \ , ? ^2? •••i ? 

2® Les 

(ra-t-y — ])(/> 0 ^p — x 

2 

coefficients des polynomes P*. 

Mais nous avons 

• , ^ * q ^ 
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conditions expriinant qne les points b sont a apparence singuli^re. II reste 
done 

nPSE±Jl+q-PiP^ 

param^tres ind^pendants. 

Remarquons de plus qu^on peut toujours supposer 

^ Oj 1 7 

car si cela n^^tait pas, on ferait un changement lin^aire de variable. II faut 
done encore de ce chef, retrancher deux param^tres. 

Si nous supposons de plus qu’il n’y a pas de points a apparence singuliere, il 
restera enfin 

param^jtres. Mais le groupe G de l^^quation (i) est ddrivd de n substitutions et 
nous avons vu au pai'agraphe I qu’un pareil groupe G, si I’on ne le regarde 
pas comme distinct de ses transformes par les diverses substitutions lin(§aires, 
depend de 

(3) (/t — 

invariants fondamentaux. 

Si p = 2 les expressions (2) et ( 3 ) se reduisent toutes deux k 3 /i 3 . Le 

nombre des param^tres de F^quation est alors dgal au nombre des paramktres 
du groupe; d^ou la consequence suivante : 

On peut en general trouver une (Equation du second ordre, sans points k 
apparence singulikre, qui admette un groupe donnd. 

Je veux dire par Ik que, pour que cette Equation existe, il n’estpas n^cessaire 
qu’il y ait aucune relation entre les invariants du groupe et que si Fon doit leur 
imposer certaines conditions, ce ne sont que des conditions d in^galit^. 
D’ailleurs on pourra trouver une infinite dMquations du second ordre qui 
auront des points a apparence singulikre et qui admettront un m^me groupe. 

Supposons maintenant jd > 2 et bien entendu 71 > i. On voitaisement que 
Fexpression (2) est toujours plus petite que Fexpression ( 3 ); d’ou cette 
consequence : 

On ne peut pas en general trouver une equation d’ordre superieur au second, 
sans points a apparence singuliere et qui admette un groupe donne. 
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II t.ul done en gdnetal, si 1>0« venl oonslruite une Equation a, ant nn groupo 

donnd, Ini elonner des poinK a apparence singuhire. 

C'esl pour dvitee ces points qui co.npliqne.a.ent notablemenl las tesnluda 

les ddnaonsltations qua je me lomenai ici an cas das dqualmns du 
Je supposerai done qne j’ai affaire i une equation dn second ordre po 

apparence singulifere. 

Consid^rons sur la sphere les n + i points smgu lers 


ai = o, 


£12= I, «3 j 


^fi-) 


a, 1+1 = 00 


et joignoiis-les par n coupures 




Considdrons deux intdgmles qnelconqnes de I'dqna.ion (.) et Idur nrpport 
nnand . p.rconrra la sphdre sans tmneVair les eonpnres, a paroon^ «ne eer- 
laine rdgion R. Cette rdgion sera analogne am polygenes g-ntrateurs e 
“ npes tnehsiens e. Ueindens. mal. elle pourra sd reoonvrtr part.ellement 

elle-m^me ; elle aura 2 n c6t^s 


et 


aia2, a^as, 

0^1 P2> ^2^3^ ---J 


r^pondaat aux n coupures 




(X>n d-1 • 


Les edtds et a,.te, seront conjngnds et I'on passera de 1 nn a 1 ant.e 

nn. substitution lindaire S,. Les somm.u u, et u„a., tor.neront ebaeun , 
cycle. II y aura n - i autres cycles fornn^s respectivement des sommels a.- 
La somme des angles a. el est alors dgale a 


2Tr(i — 


X, ^tant la plus petite raclne de I’^qualion ddlerminante relative au point 
gulier a,-. De inline les angles a, et a«+, sont dgaux k 

2n(i — aXi) et aTc(i — 2X„+i). 


L Sl Br 


Quand on connait les valeurs de 
(4) ' a„ Ps. P»- •••> P"’ 

les substitutions sont entikreinent d^erminees et, corume ce sent les svibsli- 
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lulinns fiHulanu^ntules ilu grotipe (I, les luvaiiaiils rondameiilaux de ee gronpe 
sVxpriruertHU aisruitvat eu fonclions des quaalll/iH ( 4 ). Nous regarderons done 
roelTudeiils d(‘ I’equaUtui (*) cumiue des foiiulioris des qiumlitcs ( 4 )* 

I /a region U |ms entifirernent deleianince quand on se donne les qvum- 

titds (4); cn idret on pent faire varicu' arbilraircimenl la forme des cdtes a<a2, 
et il s'ensuit des variations correspondanLes des cdtds conju” 
gods •♦•i [d^*oc,i4.|. Toutcifois toutes les regions II obtenues de la sorte 

soul tyuiatlrntf^^^ an sens donnd h ce mot au paragraphe III du MSmoire sur les 
l^roapes Aleirnk^ris mathematical t. 3 , p. 63 (^)J. On potirra d’ailleurs 

trarcn* les tuiuptires * 

ile lidle li.^on (|ue b^s edtds 

Ul Odjlj • * * » f 1 

ni<*nt foniu! tju« I’au vcut. 

il w!s»U(! (Ic h'l que, s’il exislail deux dqualions (i) conduisant im in6me 
sjHliNtnc do valtnii’s <lcs quautilds (4)) pourrait toiijours lr<icer les coupuies 
de telle que la rdgiun E soil la mfime pour rime el pour I’autre dquallon. 

ImngiiioiiH maintcuaul des fonclbns de z jouissantdes propri^t^s suivantes : 
i" ellits senml unifortues quand z parcourra la region. R; il est clair que, si la 
r.»gion E se reetmvre partiellement elle-mdme, k deux points et^, de cette 
rdgiim pourra eorrespondre im nbme point du plan; dans ce cas, la fonction 
pimrra prendre deux valours dlffilrentes aux points a« ets, ; a" elles reprendront 
la tnlf me valeureu deux points correspondanls du pdrimklre de R; 3 " elles n’au- 
rm.l d'autre singularity que des p6les (et des points singullers logarithmlques 
dans le eas ou quelques-uns des angles a ou p soul nuls). 

Il est elair que tonics ces functions s’exprimerout rationnellement k Taide de 
r.ine d’entre elles. [Cf. SenoTTRy, Journal de Crelle, t. 83 , et M^moire 
.v«r les foncthns fuchsiennes {Acta mathematica, l. 1 , p- 228) (“).] 

Si I'on regarde maintenant X comme une fonction de a, ce sera prycisyment 
ime des fouitlions dont nous venons de parler, el il est clair que toutes les 
aulres serout nilioimelles en x. 

Supposons maintenant qu’il y ait deux Equations (i) qui conduisenl k un 
,„yme sjsu'mm de valeurs des quantitys (4) et par consequent k une meme 
region E. Soient el les variables carrespondantes que nous regarderons 


c * ) Vs Toriifi p. *^70 
(9} p* aw* 


N. E* N. 
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comme des fonctions de z. D^apres ce qui precede, oo sera rationnel en oOi 
el Xi eii X et par consequent on aura entre ces variables une relation de la 
forme 

Airxx-h Ba?-hC^i-hD = o. 

Soient, maintenant, ai et a} les valeurs de iu et de qui correspondent k la 
valeur ^ == a/. Ce seront des poiitts singuliers des deux equations (i) et par 
hypothfese, on aura 

ai=a\=o, a2=a| = r, = oo. 

C’est-k-dire qu’on aura * 

X = CCt 


pour ^ = a, , 5 = aa, JS = . 

II en r(^sulte que x sera identiquement dgal a Les deux equations (i) 
dont nous avions suppose Pexistence seront done identiques. 

II rdsulte de la que, quand les quantites (4) sont enti^rement ddtei'inint^es, 
il en est de m^me de Pequation (i) et que les coefficients de cette equation 
sont des fonctions uniformes des quantites (4)- 

Ainsi, nous sommes conduits a une nouvelle classe de fonc tions uni formes 
de plusieurs variables. Ces fonctions demeurent invariables quand on faitsubir 
aux quantites (4) certaines substitutions dont je va is dire quelques mots. 

Reprenons pour cela le polygone R d^fini plus haut et appelons Sa la substi- 
tution lin^aire qui change en • Convenons en outre de poser pour 

plus de sym^trie dans les notations 


ai = [3i, a2=P2, 

La substitution suivante : 




(5) 




appliquee aux quantites (4) laissera inalt^r^e la fonction dont nous nous occu- 
pons. Nous avons, grace au Tableau (5), les nouvelles valeurs des quan- 
tlt^s a, p et>v en fonction des anciennes, car les coefficients de la substitution 
linealre Sa s’obtiennent ais^ment en fonctions des a, des p et des X. 
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V* — 6noiic6 du deuxieme probleme. 


Nous avons montre, dans les quatre paragraphes precedents, comment on 
peut re'soudre le probleme suivant : 

Trouper le groupe d^une equation donnee^ soil au point de vue du calcul 
numerique, soit au point de vue de la thdorie des fonctions. 

Void le second probleme que j’ai a rdsoudre avant d’aller plus loin. 

On donne une equation du second ordre 


(0 


dx^ 




ou ® est une function rationnelle de deux variables x ety llees par une rela- 
tion algebrique 

(2) = 

On suppose que la fonction cp depend d^un certain nombre de param^tres et Ton 
demande de disposer de ces param^tres de telle manide que x soit une fonc- 
tion fucbsienne du rapport des int^grales. Nous dirons alors, pour abr^ger, que 
Inequation (i) est fachsienne. 

Nous ne nous occuperons dans ce qui va suivre que des fonctions fuchsiennes 
qui n’existent qu’k Tintdieur du cercle fundamental (premiere, deuxieme et 
sixieme families). Nous laissons done systematiquement de c6t^ les fonctions 
fuchsiennes qui existent dans tout le plan. 

Pour que P^quation (i) soit fucbsienne, il faut qu’elle remplisse d’une part 
certaines conditions algebriques, d^autre part im certain nombre de conditions 
iranscendantes. 

Commengons par enoncer les conditions algebriques. 

Les points singuliers de Inequation (i) sont de deux sortes : 

Les points ony cesse d^^tre une fonction holomorphe de x et les points 
ou X ou y cessent d^^tre finis ; 

2 ® Les points singuliers proprement dits. 

11 n’y a pas k sninquieter des premiers, car on peut poser 

a: = 0 (ip', y ), y = hW, y ), 
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lionnelles, el s’arranger de telle faconque 
considere, les nouvelles variables x' el restent 


9 el 6i etant des fonclions rai 
voisinage du point 
que,/' soil holomorphe en x' 

Quant aux points sing 
equation determinante et 
Hre nulle ou urte partie aliqaote 
briques qu’il s’agissail c 
I’equation (i) est normale. 

Gonsid^rons d’abord deux Equations normales 


uliers propremeat ciits, a chacun d eux corresponu luio 
la difference des racines de cette equation doit 
>de V unite. Ce sonl la les conditions alge- 
d'enoncer et, quand elles seront remplies, je dirai que 


et posons 


xtains cas exceptionnels, on po 
fonctions rationnelles de co^ et d 
ne se presentent pas. 


fe ne regarderai pas coinme distinctes les Equations (i) et (i^) 
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Je cUrai que deux equations 


(0 


(d) 


(a) 

4' (^1 y) — 0’ 

(V) 

4i (■*■’. r) = ® 


apparliennent au menie type si les deux relations (2) et (2') sont identiques et 
si les points singuliers des equations (i) et (d) sont les monies ainsi que les 
equations delenninantes relatives a cliacun d’eux. 

II va sans dire que si une equation 


(2") = o 

ne doit pas 6tre regardec comme distincte de (d) en vertu de la convention faite 
plus haul, je dirai encore que (i) et (1") appartiennent au m^me type. 

Void le probl^me qu’il s’agit de r^soudre : 

1“ Reconnattre si, parmi les equations d'un type donne, il y a une 

equation fuchsienne. 

2 ” T rou^or cette equation si elle existe> 

Mais il faut d’abord faire une distinction et classer les types d’equations 

normales en types fuchsiens, elliptiques etrationnels. 

Supposons que X soit une fonction fuchsienne du rapport des intdgrales de 
Tequatlon (i); cette fonction admettra un polygone gdndrateur Ro qm aura 
2/t c6l6s de la premiere sorte et 2 n sommets de la premiere ou de la deuxi^ime 
sorte. La somme des angles du polygone devra 6tre plus petite que 

Tz{2n — 2). 

Soient q le genre de la relation {2)-, p le nombre des points singuliers de 
I’equation (i); ces points singuliers; a, la difference des racmes 

de I’dquation determinante relative au point a/. 

Si p > o, les sommets de R, se rdpartiront en p cycles ; on aura 


H. P. — II. 
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litds 

(6) Sa/> — 2, 

riiypotli^se p = q = 0 devant elre rejetee. 

Le type est alors ratiomieL Void renumeration des types rationnels, d’ail- 


leurs bien connus : 






^ = 0, 

= 3 , 

1 

ai= 

2 

[ 

a2= -j 

2 

a3 = 

I 

— , 
n 

^ == 0, 

= 3, 

I 

“i=-> 

a,= i. 

a3 = 

I 

3 ’ 

q = 0, 

p — i, 

1 

a.= -, 

r 

“^= 3 ’ 

as — 

I 

V 

q = 0, 

/> = 3, 

I 

a,= -, 

I 

“^= 3 ’ 

0(3 = 

I 

5 


Cela post^, les (Equations d’un meune type dependent d’lin certain nombre P 
de param^tres arbitraires, de telle sorte que ce type se compose de oo* Equa- 
tions distinctes. 

Ces P parametres, Etant complexes, correspondent k aP paramktres rEels, Or 
le nombre de ces paramktres rEels est prEcisEment celui des conditions trans- 
cendantes auxqiielles doit satisfaire FEquation (i) (qui est supposEe appartenir 
au type donnE) pour que x soit fonction fuchsienne de -s (ou bien fonction 
doublement pEriodique, ou rationnelle dans le cas d^in type elliptique ou 
rationael). 

[Gf. Memoire sur les fonctions fuchsiemies (^Acta mathematical t. I, 
p.234, 267, 262 et 272) (').] 

Si, au lieu de conditions transcendantes, il s’agissait de conditions algE- 
briques, onpourrait conclure de Ik que, parmi les Equations d’un mEme type, il 
y ena toujours une qui est fuchsienne. Mais id cette conclusion n’est pas lEgi- 
time et une dEmonstration spEciale est nEcessaire. C’est cette dEmonstration 
qui fait I’objet principal du problEme qui nous occupe, 

Il est aisE d’en comprendre Fimportance. 

Supposons en efFet que FEquation 

(1) 

(2) ^(^,jk) = 0 
soit fuchsienne. Soient 

(a? = aj, 7 = 61), (a? = ^2) = ^2), 7 = 


(0 Ge Tome, p. 2 o 5 , 224, 229, 238 , 
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les points singuliers de I’equation (i) et 1 la difference des racines de Fdqua- 
tion ddterminante relative au point (a,-, bi). hi sera iin nombre entier positif 
on bien infini. 

Considerons une fonction de ® et de j n’admettant d’aulres points smgu- 
liers que les points 

et cela de telle facon qu’elle revienne k sa valeur primitive quand le point ana- 
lytique a deer it kt tours autour du point singulier (a,-, bi). Cette dernikre 

condition doit dtre supprimde quand A/ = oo. 

Cette fonction sera aniforme en s. 

11 en sera ainsi des integTales de 1 equation 


( 7 ) 


w 

dx^ 


. iv 


si les fonctions o* sent rationnelles en x ety et s’il n’y a d’autres points smgu- 
liers que 

de telle sorte que toutes les racines de I’^qualion determinante relative au 
point (a,-, hi) soient des multiples de ^^(cette derniere condition dtant sup- 

prim^e quand ki = 00 ). 

II en sera de m^me de toute fonction rationnelle de x et de y et d iin grand 
nombre de fonctions algebriques. 

Par consequent, si Ton ddmontre que dans tout type fuclisien il y a une 
liquation fuebsienne, on aura fait voir : 

,0 Qu’etant donnee unc equation lineaire qiielconqiie k coemcients algc- 
briques, la variable et les inldgrales peuvent s’cxprimer en fonctions iinilormes 
d^une ineine variable auxiliaire is. 

2 “ Qu’etant doiinde une courbe algebrique quelconque, les coordonnees x 
et j d’un point de cette courbe s’expriment en fonctions uuiiormes d’une inline 
variable auxiliaire 5. 
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VI. — Subordination des types. 

Conslderons deux equations normales 

f V 

(') = 

P / N 

(,') _ = 

Les coefficients © et sont des fonclions ratlonnelles de deux variables x et j 
qui sont liees entre elles par une relation alg^brique 

( 2 ) 

que ya suppose etre la meme pour les deux equations (i) et (i^). 

Je suppose que Pequation (i) admette p points singuliers 

{Uif bi), (^ 2 , . 5 

de telle facon que la difference des racines de Tequation determinante relative 
a i^ai^ ' 

Je suppose que I’equation (i') admette les monies points singuliers {a^y h)i 
(^2, fco), • ••,(%., M P^qiiation (i) et en outre q autres points singu- 
liers ' I \ 

et cela de telle sorte que la difference des racines de I’dquatlon daerminante 
relative a (a/, fc/) soit • 

Je suppose enfin que ]N| soit divisible par , N2 par /r27 . . . , par A*^. 
Si ki est infini, N/ devra ^tre aussi infini. SI Nj = 00, la condition de divisibl- 
lit 6 sera regardde comine remplie, quel que soit ki. 

Je dirai alors que le type dont fait partie FiSquation (i^) est subordonnd au 

type dont fait partie l’ 6 quation (i). 

Soit un type fucbsien subordonn^ a un autre type fucbsien T. Je suppose 
que chacun d’eux contienne une equation fuchsienne; le premier 1 equation E 
et le second Fequation E. Soit z le rapport des int^grales de 1 Equation E et ^ 
celui des fntegrales de Fequation E. II est ais^ de voir que t est une fonctlon 
uniforme de z. Cette fonction n^existe evidemment que quand z est int^rieur 
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au cercle fondamental. De son c6t^ t ne pent prendre aucunevaleur exlerleure 
k ce cercle ; t prend au contraire une infinite de fois toute valeur interieure au 
cercle fondamental. 

Soient encore («2, h), bp) les points singuliers du type T 

et Y la dilTdrence des racines de F^quation ddterminante relative au point 
{atlbi). Soit F unefonction du point analytique {x,y) qui ne pr^sente 
d’autre point singulier que les points («), &)), {a^-, b^), ■ ■ (a^,, bp) et de telle 
facon qu’apres h tours autour du point (a/, be) la fonction reprenne sa valeur 
primitive. F sera par example une integrale de F^quation lineaire (7) du para- 
graplie precedent. F sera une fonction uniforme de t et par consequent de z. 

Mais supposons qu’on ne saclie pas si le type T contient une equation fucla- 
sienne; qu’on ne puisse pas, par consequent, demontrer Fexistence de «, mais 
qu’au contraire on sache que T' contient une equation fuclisienne et que la 
fonction z existe. II est aise de voir que F est encoi'e une tonction unilorme 

de z- 

Ainsi pour d(^montrer le resultat suivant : Les integrates d une equation 
lindaire d coefficients rationnels en x et y peupent s'exprirner ainsi que x 
et y en fonctions uniformes d'une meme variable auxiliaire^ il n est pas 
necessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une equation fuch- 
sienne; il suffit de montrer que, parmi les types subordonnes a un type fuchsien 
donne, il en est toujours un qui contient une equation iuchsienne. 

De Ik Fimportance de cette notion de la subordination des types. 

En particulier, considerons une equation E k coefficients rationnels el 

soient 

ct\j ‘ nfi 

ses points singuliers. Soil A:,- un norabre entier tel que toutes les racines de 
Fequalion determinante relative au point a/ soient des multiples de ^ - S il 

n^existe pas de pareils nombres entiers, on fera kt = oo. 

Au lieu d^envisager le type T (jui admet les points singulieis a \ , a^-^ -xj an) 
de telle facon que les differences des racines des Equations d^terminantes 
soient — 7 on pourra envisager un type subordonn^ k f. On 

supposera parexeinple que T^admette, outre les points singuliers 
p autres points singuliers quelconques 62? •••? chacune des 

p ^ n (Equations determinantes correspondant a ces divers points singuliers ait 
une racine double. 
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Siipposons que ce type T' contienne une equation fuchsienne EA; alors x 
sera une fonction fuchsienne du rapport z des integrales de cette equation. La 
propriete caracteristique de cette fonction fuchsienne c’est de ne pouvoir 
prendre aucune des valeurs ao, bp^ et, si elle existe, il 

est evident que les integrales de Fequation E seront des functions uniformes 
de 

Ainsi il suffit de demontrer que Pon peut toujours trouver une fonction 
fuchsienne qui ne puisse pas prendre n valeurs donnees (ai, a/^) pour 

faire voir que toutes les equations lineaires a coefficients rationnels peuvent 
s’integrer en n’employant que certaines fonctions uniforines que je me reserve 
d’ailleurs d’etudier dans un Memoire ulterieur. 

Hen est de meme des equations a coefficients alg^briques^ car on sait que 
Pintegration d’une ecjuation a coefficients algebriques se ram^ne a Celle d’une 
equation d’ordre plus ^leve a coefficients rationnels. 

VII. — Lemme fondamental. 

Aacun type fuchsien ne peut contenir plusieurs equations fucksiennes 
distinctes. 

Siipposons en efiet qu’un type T contienne deux equations fuchsiennes E 
et E^; soit le rapport de deux integrales et ^2 de Pequation E; soit t le 
rapport de deux Integrales u[ et u[^ de Pequation E'. 

On sait que ^ ne peut prendre d/autres valeurs que celles qui sont interieures 
k un certain cercle fondamental. On pent toujours choisirles inte'grales w,, 
u[ et de telle facon : que le cercle fondamental relatif k z, de meme que 
le cercle fondamental relatif k t^ ait pour centre le point O et pour rayon 
Piinite; 2° que les deux variables ^ et t s’annulent en mhne temps, pour x = a 
par exemple; 3 "^ que pour une autre valeuf^de pour x = b^ Pargument de z 
soit dgal a celui de t. 

Il est clair que ^ sera fonction uniforme de t^ et rdciproquement que t sera 
fonction uniforme de Il resulte alors des hypotheses faites plus haut que - 

consider^, soit comme fonction de Zj soit comme fonction de t^ n’existe pas a 
Pext^rieur du cercle fondamental et qu’k Pinterieur de ce cercle, ce rapport 
reste holomorphe et ne peut s’annulei'r , - f 
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et n fonctions reelles de ces n variables^ jTi, >"27 • • -j J/z- Je suppose que, pour 
toutes les valeurs des les y soieiit des fonctions aualytiques et que ces fonc- 
tions ne puissent jamais reprendre deux fois le mdme systemede valeurs. Gela 
suffit pour que Pon soil certain que lesy^ peuvent prendre tous les systemes de 
valeurs possibles. Soit en particulier n = 2. Regardons X{ et x^ comme defi- 
nissant la position d’un point sur une sphere S; el y^ comme definissant la 
position d\m point sur une sphere A chaque point de la sphere S corres- 
pond un point et un seul de la sphere S' et a aucun point de S' ne pent corres- 
pondre plus d’un point de S. Gela suffit pour qu’a tout point de S' comesponde 
un point de S. 

II en est encore dememe si S et S', au lieu d’etre deux spheres, sont deux 
surfaces fermees quelconques. Mais supposons maintenant que S n’est pas une 
surface fermee, mais une surface ouverte, presentant une sorte de bord^ de 
frontiere. Supposons que les coordonnees de chaque point m' de S' sbient des 
fonctions analytiques des coordonnees du point correspondant m de S, lorsque 
ce point m n’est pas sur le bordde cette surface, mais que nous ne sachions rien 
lorsque le point m vient sur le bord de S. II ne sera pas possible alors de conclure 
des hypotheses faites plus haut qu’a tout point de S' coxTespond un point de S. 

La m^me chose arrivera, lorsque S et S' seront regardees comme des surfaces 
situbes dans I’espace kplus de trois dimensions, seront d^e^Mannigfaltigkeiten 
(multiplicites) a plus de deux dimensions, comme disent les Allemands. 

Supposons toujours qu’a tout point m de S corresponde un point m' et uxi 
seul de S' de telle fagon que les coordonnees de mJ soient des fonctions analy- 
tiques de celles de m, a moins que m ne vienne sur le bord de la miiltipli- 
cite S, dans le cas ou cette multiplicite en aurait un. Supposons qii’a aucun 
point de S' ne puisse correspondre plus dhin point de S. Si S est une rnulti-^ 
plicite fermee ^ nous serons certains qu’a tout point de S' coiTespondra un point 
de S. Si, au contraire. S' est une multiplicite oiwerte preseixtant un hardy une 
frontierCy nous ne pouvons rien affirmer. 

Appliquons maintenant ce qui precede au problbme qui nous occupe. 

Nous dirons que deux types 


(0 


(*') 

(P , . 


(2) 

'l' (^. r) = 0 . 

(2') 
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appartiennent a la meme classe lorsque les deux relations ( 2 ) et ( 2 ') seront de 
meme genre, et lorsque les deux equations (i) et (i^) aiu^ont le m4me nombre 
de points singuliers, de telle facon que ces points singuliers se correspondent 
cliacun a cliacun et que les equsttions determ inantes I'clatives a deux points 
singuliers correspondants soient les m^mes. 

Cela posd, a cliaque type d’une meme classe G', nous ferons correspondre un 
point d’une certaine multiplicite S^ 

De meme, nous dii'ons que deux groupes fuchsiens (des premiere, deuxi^me 
ou sixi^me families) appartiennent a une m^me classe lorsque le polygone 
gen(^rateur aura le m^me nombre de cotes, et lorsque les sommets se 
repartiront en un meme nombre de cycles, de telle facon que ces cycles se 
correspondent chacun a cliacun et que la somme des angles de deux cycles 
correspondants so it la meme. 

A cbaque classe de types correspond une classe G de groupes, de telle 
facon que si une Equation fuchsienne appartient a la classe G^, son groupe- 
appartienne a la classe G. 

A cbaque group e de la classe G, faisons correspondre un point d’une multi- 
plicity S. 

A cbaque point de S correspondra un point et un seul de il suffit pour le 
voir de se reporter k la thyorie des functions fucbsiennes qui montre qu k 
cbaque groupe fucbsien correspond une yquation fucbsienne. 

De plus, en vertu du lemnie fondamental, k aucun point de ne peut 
correspondre plus d’un point de S. 

II resterait k faire voir qu’k tout point de correspond un point de S. 

Pour cela, d’aprks ce qui pryckde, il suffit que S soit une multiplicity 
fermee^ qu’elle n’ait pas de hord. Cela nullemcnt evident a priori. 

En effet, parmi les groupes d’une classe, il y en a une infinity quipourraient 
ytre des groupes limites^ correspondant k des points du hord de la multipli- 
city S. Ge sont les groupes dont le polygone gyndrateur pry sente un ou plusieurs 
cdtys infinity simaux. On voit, en effet, qu’on peut to uj ours construire un 
polygone gynyrateur dont un des cdtds soit aussi petit que 1 on veut. Gela ne 
suffit pas d’ailleurs pour que S soit une multiplicity ouverte, car, en vertu du 
paragrapbe IX de la Theorie des groupes fuchsiens, un m^me groupe peut ytre 
engendry par une infinity de polygones yquivalents et il est possible que parmi 
ces polygones, on puisse toujours en cboisir un dont tons les cdtds soient supy- 
rieurs k une limite donnye. 
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Ainsi, il n’est pas evident que S est line multiplicite fermee et il est 
necessaire de le demontrer, par une discussion speciale a chaque cas particulier, 
avant d’affirmer qu’a tout point de correspond un point de S. C’est ce que 
M. Klein a neglige de faire. Il yalct une difficulte dont on ne pent triompher 
en quelques lignes. 


IX. 


Deuxieme lemme. 


Supposons que nous fassions varier notice polygone Rq d’une facon continue 
et de telle mani^re que les elements de ce polygone soient des fonctions conti- 
nues dHin certain parametre t, Envisageons maintenant I’equation fuchsienne 
que Eon pent former h Paide de Ro et le type T auquel appartient cette Equa- 
tion, So it 


(I) 

(^) 


dx- 




(de genre p) 


cette Equation fuchsienne. Le typeT sei'a defini qiiandon connaitra les Zp — 3 
modules de la relation ( 2 ) et les points singuliers de I’equation (i); ces quan- 
titEs s’appelleront les parametres du type. 

J^ai fait voir au paragraphel du Memoire sur les fonctions fuchsiennes que 
les fonctions 0 que Eon pent former h. Eaide de Rq sont des fonctions continues 
de t et Eon pent en conclure que les paramEtres du type T sont aussi des 
fonctions continues de ce qui est fort important au point de vue de Eapplica- 
tion de la mEthode de continuitE. 

Je vais pousser la chose plus loin. Je suppose que, lorsque t tend vers zero, 
deux ou plusieurs c6tEs dEcroissent indEfiniment. (Il s’agit ici de leur longueur 
gEomEtrique et non de leur L.) Je supposerai, par exemple, que deux c6tes 
conjuguEs, ou que ^q cotes conjuguEs deux a deux, deviennent infiniment 
petits, de telle facon que ceux des cotEs de Ro qui I'estent finis soient encore 
conjuguEs deux k deux. Ro est alors un de ces polygones limites que nous 
Etudierons en dEtail un pen plus loin. 

Passons k la limite, et faisons £ = o, de telle facon que les 2 ^ cdtEs infmitE- 
simaux de Ro s’annulent absolument et que Rq se rEduise par consEquent k un 
autre polygone R' n’ayant que 2 n — 2 q cotEs conjuguEs deux k deux. Gonsi- 
derons le groupe G engendrE par Ro- A chaque paire de cdtEs conjuguEs de Rq 
correspond une substitution de G, c’est celle qui change Eun de ces deux cdtes 
en son conjuguE, et le groupe G est precisEment dErivE des n substitutions qui 
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rorrt‘s|HHul«*rit aiiisl au\ divttrs (nktls de Punru ccs siibsliiiitions nous en 
disi iuj:uur«m‘4 n ^ #y <[ui corrusjiomlront aux n — q paires tie coles de Ro qvu 
liuis. Lt* ^rtui|H‘ drcive de ces n — q sidislitulions s^appellcra el sera 
euuituiu <lans i\, Stdt le groupe engendrd par IV^ ; il sera isomorphe a(i", 
pulsipH‘, a eliatam ties vMi^s Jtrnit de 1 \^ correspond uu cdl(‘* de R^ . Lorstpic t lend 
\erH le transtbriud de par une snhslilutlou ([uelcon([uc d(‘. (1", lend 

NCiN le trausfbranj de pur la substitution correspondaute de (P. 

Nous ap|»eUt‘rons A la portion du cercle fondaiuental qui est occnpde par 
les Irauslurnies tie ll^ jiar Ics substitutions de et R eelle qui est occupde 
jmr b'H irausinrmt^s tie 11^ par les substitutions tie G qui n'appartieuuent pas k G'b 
la* ptd\»;i)nt* llo t'si |iar byjiotliese de la prenut'u'e ramille, ou du prciuier 
t*rt!re tit* la dtuixieinc ou dc la Hixieine fainille; Ji la liuilte, le polygone \V^^ 
appart itunliM a la tleuxifenu! ou a la sixRune llunille; niais II poiirra ajipartenir 
ail premier ou an soetuul ordre de ces families, (sN^st-ii-dlre quNl pourra ne pas 
lulinettre ou mlnuHirtt ties eycles hyperboliques ( *), 

I bins le prmult!r cas, Ii» sera de la premiere catt^'orie; dans le second, de la 
tleuxiiune eatdgoric. 

Guns If* yrtunier cas, les iransformds de R.'^ par les substitutions de G 
rt!iupli^seut ttuit let eerola ftnidamental (cf. Th(k)rie des groupes fuchsiens^ 
^ \ l i. Par tttmHetjuenl, lorsquc t tendra vers j«ert), la siqierlicie totale de B tandra 
ver?% /.tb'o, t‘t <*u imbue ttutips la plus petite dislauee de B k rorigine teiidra 
vers I, tt'esl4i-dire vers le rayon du certde fondamenial. 

Gaiis It! Hcicoud cas, e« sera Pinverse et la snperlicie de B nc tendra pas 
vers 

SiipposoiiH doiie que Rf soit de la prarni6r0 eatdgoric. Dans ce cas, engen- 
tlrerti une tUjuatiou fuclisienna 

rr) 

(■/) 

ijt»! it{t|iarU('tuti'.i II uti tyjio T' moins conipUqiU! quc F. Sujiposons, jioiir dxci’ 
li-i iiUWts, Diuix ce cas, R'^ aura deux crtttis dc moins quc Ro- Il itrrivera 

atui-., ou l»lmi cpu! I’dquatUm (i') aura un point, singulier dc moins epic 
r«tq«ittimi (i),ou bicn que la relation (a') sera de genre /? — t au lieu d’toc dc 


I* I I air bt |n 9711. 


N. E. N. 
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genre p et qiie rdquation (i^) achncUra deux points singuliers <1(‘ plus qiie 
I’dquation (i). (Vide inira, p. 355.) 

bupposons par cxeuiple, pour (ixer les idec’is^ que ce; soil It* priumtu' cms t|ui 
se prdsente. Je dis que les modules de la relation (u) voni tcmln* xcun <uuix <Ie 
la relation ( 2 ') et que les points singuliers de Inequation (i) vout ttuidre viUN 
ceux de I’dquation (i^) de telle ta^mn que, panui les points singuHers <le 
Pdquation(i), iljenait cleuxqui lendent vers un senl et menu^ point Ningulier 
de Pdquation (P). 

Je vais niontrer d^ibord que les ibnctions th(‘iafuehsi<‘imes pur 

tendent vers celles qui sont engendrees par RJp 
Gonsiddrons les sdries 


e(.^, n) = ^H 
e^(^, H) = sH 



oi\ H est Palgorithme d'une fbnction rationnelle quelecnicaie el 

V ’ respectiveinent une suhstitution quehmnque chi 

groupe G et du groupe G', Je dis que 

iime(5) ^ aqs). 

^ BSO 

On pent Lrouver un contour G ontourant le point s cl asscz pciil pour (jo'il 
soitint^neurii'Ro etkR'„ et qu’il rcsle inlericur ii poor lootcs, Ics valenrs 
suffisamment pelitcs de t. On appellera <t la S <lc cc ronf.ur, X la L do plin 
grand arc de cercle orthogonal au cercle fondaniental <pa piii-,sc ('trc Iraw* ii 
I’interieur de G; on appellera r une quanlilt? qudcoiup.c, A la 1, dc la .Iroitc Os 
et, I’on posera, comme dans le parugraphe I du Mrmoir,’ stir ffs fonctiuns 
fuclisiennes (Acta mathematical I, p. ao(>), 

K cs: ^(^aA^ 0t\ -k^tmr 

, , 4 ^ * 

Appelons S« et S'^ la souune des termes des sdrics « cl OGjui rornwpomlcitl 
It dea points ^g^et^g^'siiufe h. I’intdrieur du ccndc M dout le mitre 
est I’origine et dont le R est (n — i)r. Soil 

0a=S„-(-R„, e'o=S',4-R'„. 
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Soil h la plus grande valeur que piiisse prendre le module de H pour des 
transformes du point z] nous aurons 


mod Rrt < 


j g2ll— //Or ’ 


mod < 


I (!—/«)/' 


Nous pourrons done prendre 7 i assez grand pour que 

modR,t<|, modR'^<|j 
£ etant line quantite donnee. 

Le nombre n est desormais fixe et, par consequent, le cercle M. 

Nous pourrons maintenant prendre z assez petit pour que, t variant de t a o, 
aucun des transformds de ne sorte du cercle M ou n’entre dans ce cercle et 
pour que les divers transformes de ^ par les substitutions de G qui n’appar- 
tiennent pas a G'^ soient tons exterieurs k ce cercle. 

Alors, t variant de t a o, Sn sera une function continue de t, puisque e’est 
une somme d’un nombre fini de functions continues de t; pour ^ = 0, se 
reduira k ; on pourra done prendre t assez petit pour que 


mod(S;i-— S,,) < 

On aura alors 

mod(0 — 0') < £, 

quelque petit que suit e. c. q. f. d. 

Les functions fuchsiennes x el y quientrent dans I’equation (2) peuvent ^Ire 
cboisies arbitrairement; nous poserons 




e(z, H2) 


H, H| et H2 ^tant trois fonctions rationaelles arbilrairfement choisles. Faisons 


de meme 



e'(^,ri2). 



il viendra 


«=o 

yi = lim^. 

^ = 0 


On voit done qu’k la limite, la relation qui lie a; et y se reduira k celle qui 
lie et et que, par consequent, les modules de la relation (2) serdduisentk 
ceux de la relation (2'). 
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meme nous aurons 


designant les derivees premiere, seconde 


X par rapptui 


II resulte de Ik qiie 




soil itHU i*r»her 
aiiShi prtii cpn* 


«n p„.a. h Supposoaa ,„W r,».c »ur I. ■ ,1,. 
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riyon i et de ceatre o, la representatioa conforme de a[ 3 iyi, puls de aSyS, puis 
de a^ays, cle telle facon qu’au point corresponde le centre o. Soient respec- 
tivement ^ et 0^2 points du cercle qui correspondent a un point ^ de 
ap^y^, ou de ajiyS, ou de a^2y2* On aura 

modiri> modit? > modiTs- 

Lorsque le cote yo s’annulera tout k fait, les deux triangles apjyi et ap2*)2 
se confondront et il est aise de montrer qu’on aura 

lim inodiTi = lim mod 072 ; 

d'ou 

lim mod = lim mod 
lima?! == lima?. 

Cette demonstration, dont je n’ai d’ailleurs donnd qu’un apergu, ne s’appli- 
querait pas an cas on R-o serait pas sjmdtrique, 


X. — Types sym^triques. 


Je vais appliquer d’abord a un cas simple la mdthode de continuity. 
Soit 


une equation telle que o soit rationnel en a;, que les points singuliers soient 
tous rdels et que I’equation determinante relative k chacun d’eux ait une racme 
double. Le type T dont fail partie cette equation sera dit sjmeitngr'Me, parce 
que si ce type contient une equation fuchsienne, le polygone generateur 

correspondent est Symetrique.- 

Je dis que tout type symetrique contient une equation fuchsienne. 

Si le nombre des points singuliers est egal k 3 , on pent toujours, par un 


;harigemenVliiieaire de'variable, siipposer que ces points sont precisement o, 

; et co; alors on sait qu’il existe une equkion fuchsienne dans le type T, car 
;ette equation est precisement celle qui definit le carre dij module d une 

ranscendante elliptique enioBCtion du rapport des pdriodes. j 

Supposons maintenaut que le type T admette quatre points siugulier-s | : Un, 

aeut toujours, par un chaugement lineaire de variable, supposer que ceS quatre 




H, P. 


338 


SUR LES GROUPES DBS EQUATIONS LINEAIRES, 


points sont 


I, a et oo, 


dtant line quantit-d r^elle positive plus grande qtie i . 

Soient mahitenant a, p, y, S quatre points situds sur le eercU^ tondaiufuUuU 
et je suppose qu’ea parcourant ce cercle, ou les rencontn! <la«s 

1 ordre a, p,y, S. Decrivons cpiaire ccrcles, ortliof^onuux aii (‘((ndu foiulainenliil, 
et passant respectivement par les points a et jS, § et y, y S a. 
aurons ainsi un certain quadrilat^re. GonslriiLsons le quadrilalere sviueirique 
du premier par rapport an cercle 8a par exempio; I’enseml.le ,le ees .leiix 
quadrilat^res formera un polygone R* qui cnf^endrera im gro.ipt^ Ctudihittu 
symdtrique de genre o et de la deuxi^une fumille que j’appelle (1. 

l^ormons les fonctions fuchsiennes correspondautes el en {mrliouHer k 
tonction 

x = f{z), 

k Paide de laquelle toutes les autres .s’exprimentratiounellemeut. Pourachever 
de ddfinir cette derni^sre fonction nous ^crirous 


et nous poserons 


/(“) ' 


'0. /(P) = >, 

/(T) = e; 


/(Sj 


: 50 


0 sera rdel positif et plus grand q„e Alors s sera ddli.ii en fonction cle ^ 
comme le rapport de deux intdgrales de I’^quation fuchsienne 


dx^ 


' ?(a-)e, 


04 j es. ea „a p„i„. , _ _ _ ^ ^ ^ ^ 

sorte.que chaque ^qpatmn ddterminante ait une racine. doul,l<.. 

aire voil que f coatient une (Equation fuchsic^uiue il sufHi ! { 

,o'oo pe„. cWUir .. p, S ^,,0 ' 

6 )m<!ineat comorgMie- ' T* 0 »'' oHos s,.„i 
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•a’* il mi sera tltiiio tie ties iunriloiis fuElisicnines elles-mthuos ot, pur 

rimsrqiioiit de e. 

♦ l^iii vortu ilu toiuluujoiitul^ c in'; pciurra preiulr<‘ deux foisda uu!me 

valiuir* 

{'* la)xs<jue l<‘ point Y so rapprocliem iiuleiiuimenr dii |)oint fi, le (juadrila-' 
lere se r<’uhura an afiS, el le polygoae 1\q so reduira an ([uadrila- 

lerr tonne d(‘ vv triangle el <lu triangle sjinetricjuo par rapptui an <'<u‘(d(‘aS. 
Le seotmtl lemnn^ nous iippreinl done qtH! e Uuxdra vers I'uulid. 

:V^ l^nir la indine raison, qnand y Lendra vers S, e huidra v<n*s Idniini. 

Imi riLuind, qimnd y variera on suivant It* (*er<de fundaineuial dopuis ^ 
jusfjii’a 0 , e (*rohr«i d'tine faenn continue <l(‘]nus i jusqidli rinlini; c prondra 
done ia \alt*ur // ([ul t!st eoinprist* entre t m Idndni. c. q. f. n. 

Stqqmsous nKunU*iuint iin type T adinettant non plus qmitre, mais clnc| 
pt>ints singuller»». On pintrra tonjours supjmser par un (duingement lintkure 
de variables qtu* res <dnq |KHnts sittgnliiirs sont 

Ot .1, a, 30 

aver les inegalites 

(i) «<a<l»,, 

m et h dtant ib’s c|nantittis rdelles. 

Si nous regitrdons u et b oornme les roordt'innees d’un point dans le plan, 
noils verrojis qidii clinqiie type correspond im jioinl d^mo region plane 
Umiide par les dent droites a ^ t ^ n ^ b et par la droite b =: oo. (dette n^gion 
idest autre rliose quo la multipHcite S' ddlinie dans le paragrupbe VIIL On 
volt qu’iivec notre nianil?re de eonsiddrer las chosas, celte multiplicity ast 
o/iccrfe. 

Lretuuis niainh*nant sur le earole foudamental einq points oc, fd, y, o, t se 
suredilimt stir ei* rerrie, prdeisdmenl dans cct ordre. II en rdsnlte quo Ton a 

arg# > iff § > argy > argS > argi* 

t knislrtiisoiis le peittagoiia «^ySi^ puts le |>€ntagona syindtriipio par rapport an 
cdtd m et nous aurons un polygone qui engeiidrera uu groiqta luchsion (i* 
Pariiii les fonctioiw ftiehiieimea eorresponctani k ce groupe, appidons s 
celle a raide de laquelle Im mitm s'exprkient rationnellement el qiii, do 
plus, til t#lli qu® 


/{%) « 30 . 
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Les quantites 

/(t) = «. /(S) = * 

sont rdelles positives et telles que 

I < a < 5, 


Ldrsque y — ^ tendra vers zero, a tendi'a vers i ; lorscjoe y — 8 lendra vers 
a — teiidra vers zdro; enfin, lorsque 8 e tendra vers zero, b ('rodra hultdhu* 
ment. Be plus, Jorsque a, p et e restanl ikes, on fera varier y et o, a et h seront 
des fonQtions continues de y et de S. 

Si Ton consid^re les arguments de yet de o eoinnu* les <‘(»ordonnd<*s d'tin 
point dans un plan, ces arguments dlant soumis aux inegalii<‘s 

argfi < argY < arg^ < arg£, 

le point con'cspondant sera situc a I’interituir d un triangle linut<'* |)ar les tmts 
droites 

arg p = argy, arg y r= arg S, arg 8 = arg i. 

Ge triangle ne sera autre chose que la mitltiplteile iS<|ui s(‘ra otiverte cannine 
la multiplicity S'. 

Cela pos<5, k chaque point de S correspond im point et sen! de S'; h chatju* 
point de S' ne pent correspondre plus d’un point de S. A elnupie jioint «le In 
pdriph^rie de S correspond un point de la peripheric de S'. 11 rdstilte d« lit 
n^cessairement qu’k tout point de S' correspond un [loint tie S. 

En d autres termes, on pent toujours choisir le |>eu(ugon(‘ ajilySs tie telks 
fa?on que a et 6 aient des valeurs donndes, e’est-h-dire tine tout type fuchsien 
symdtrique n'admettant que cinq points singuliers contient uae Equation 
fuchsienne. 

La ddmonstration est absolument la mdine {tour un plus grand noiubre tie 

points singuliers; dW cette conclusion; 


Tout typefuchsien symHrique contient une equation fuchxienne. 

On voit que, dans le cas particulicr des types symelritpies, I’appHeation de la 
mahode de continuity ne prdsente aucune difficulld. 

Qn peut tirer de ce qui precede une conclusioji iniportante. 

Considdrons une fonction j dc x, qui ne pent cesser trhire Iiolonu.rphe en a- 

q ® prend une des n valours a, , . j ; snppusons, de plus, tpie eis 

n valeurs sont rydles. 


mm tEB aR0wt»E8 deb koxiations tmikmES. 


X,{t 

(Itjnsid'di'otis le iy\H^ ftu'hHien synidlrique qiii adrnel les n pouiLs singuliers ai , 
/i.j, (tfi. 11 (H^wileut line <'qiialiou fuchsiemK; cl, dmis celle <*qualiou, la 
Viiriablc esl ime IViiietioa fticlxsieune du nipporl z des lat^grales 

<;ctic foiuaiou u’<!xiste pas a rcutdricur da eeiadc forulamenlal ; si aous suppo- 
sous Uft X, (die <^sl holemorjihe a riatdrieur da cc cercle et tdlc ae peal 
pnaidre aueuae des vulevirs ai, *»*, 

11 rdsalie de Uu qn’k Idalerleur da cercle IVniihiiaeatal, elt holoinorphe 
(‘a 5* 

Ibme, si yesi a fit* Janet ion de .r (idnieltatU seulernent an nonihre Jini de 
/Mints singnlief\s i/ni soient tons reels^ on jumt teouvei' une vnetnifle z (e/le 
qne y et .i% e.tf)eifnees en Jhnetions de /deads te/it pas d r ex ten ear du 
eereie J'/n/tliinie/itn I et soient ln>lomorphes d intenen/* de eat eei'cle. 

Oil ptaU suiqaiser eat partieulier que y esl uia; (diatlavu alg(d)rique, (Hi riali- 
grab* iruiH* (‘(jualiHa lia<*airt!fi ceefliideats algebriqu<*s* udb* que loiis les peials 
siagtdiers seieal re(‘ls. 


XI* — G6a6ralisatioa du tMorlune pr^oSdent* 


Naas idavaiiB (aicare appliqui! la indthade dc cimlmuitti (pi’aux, types syiae- 
triques; iimis, aviiat a*aborder IMtade dc types plus coiapHquds, nous alloas 
ihvr du rt*sultat obteaa taut la parti possible. Suit 

d^p . . 


ua(‘ equation ttdle (lue f (^r) salt ratioaael an qua b^s points siaguliers 
soient (ffn *tEUS ne soient pas tons reels, et qua ebaque (‘((nation 

diUerininanle ait une. raeine double. 

Apiudons T le type dont fait partle eette (bjuation. 

J(t tleinontrerai plus loin (|U6 cc type (aintlent une (‘((ualion (iiidisienne, mals 
vx nVst pas eela (pie j’ai en viie pour le imnnent; jc veux laire voinpdil y a uu 
u pe subordoane a T (pii eontient ane (‘quulion fueJisieane; en (rautnss icruH^s, 
qilil existe uue bnicjicm fiichsicnnc qui ne pent prtmdre a riaUbdeur du <‘.<ut.1c 
tbndamental aacune des valeurs aa, a,^ el qui, de plus, ne pcuit prtmdrii 
non pins ccrtainas anlres valcurs 6^ '^te 
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Nous nous reganloas (l(uu; coimuo .Ubres d'adjoiucirc, au tal)loau <li*H i|uaa 
titus Uill(*s (juauliliis <[u il uous (jouvicxulra d’y ajoiU.ur. Nous [Hnnons 
loujours su|)[)oser <|iui si l(‘ laixicau des xiaaibrtis d <uuilitaU luu* cjuaiiliN* 
iuuigiuaiia^, il coutiuul aussi sa conjugut^u j oar si eutte (‘oujugu<‘o n’v <’luil ]>as 
<a)Ul(uuio, ou Ij adjoiudrait. 

Je suppos(‘ (|uo le lh(u)rt‘uiu soil vrai (juaixtl le lablaau <los qmuilitds nr 
( oulieul ((ue q » - i <'.()uplus do valtuirs iiuagiuairos (*l jo vals fain* voir <ju*il rst 
viai ([uand co labbuui (a>ulienl (/ seniblables ooujdos. llela suflira, rai\ dans Ir 
paragraplu* j ai dt'iuoiUro lo ibroiauno pom* Ir oas ou toutes Irs 

(juanlitus a soul ruellos. 

Supposous (l<)nc(|U(* lu tableau lies (juantites 4/, , rorilieiil h 11/ 
([uaiitilus reelles 

IXi, , , ,, Ufi f,i 


el ^Aq quantiuls imagluaires cuujuguees deu\ a deui 

Posoiis 

(3) (p(a?) = 

«p(s‘) sera un poijnotue eniierli coefflcicnls rdeis* l/tkjiiatiou 

f*{^) X o 


aura au luoins am mimm reeJle, et par eott&clquetii au plus r/ 1 riiti|ile« de 
meiues iiimghxuires. Soieul 

Oj, •*,f 

i(^s rueiues de lajtte e(|imtioiL Posoiis 


n ^%q tf — I » # 1 . 

I’anni [i‘H (jua«tit(«s suivantcs : 

(4) 0 , o(a,). .... f(aj,)-, y(e,), ^(c,), .... 

il y aura au plus q ~ i coupi^is de vaieun tuiugiiiaires. 

Ou pent (lunr oousiruire uue fouction fuehsiemie F( 3 ; (jui uc |u-ul 
uucuue deoes valeurs, t>uis<{ueletk(5cw*iiiee8t siipjMisd vrni puunmHysh'uuf di- 

valours ne <umtei»ul <p.« q - , couple* 4e quaiitit*!* iiuagimuros roiijugud..., 
I’osoas 
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On Mut d'ulxuHl <|ue s esl fonction uiilforme cle 3; en eiliji;, celu ne ponrrait 
tTaviur lion que si l^on avait 

^'(*r) = o; 

■<riin 

P(lf) ~ 

cn <|ul <‘st impossiblrs 

l>o plus, :r nn peul prendn* aucmu* des valcnrs 


sims <|uui TiHi Hunut 


F( 5 ) = f (a/), 


vv «|ui esl iinpi^ssihlo, at uiunuin dos valours 


^ 

HiiUH <|uui run uurait. 
vv {jui ust impussildu. 

I41 di'rivtM^ ilu j' par ra|ip(>rt h s no pent jamais s^mnuler, sans quol cello 
dr V par rappuri a 3 s^aimulerail dgaloment, ca qiii n^i jamais lion. 

D'aillmtrs, ;t ust tine fonotiun ftichsieiino do 3. En (diet, soil; 


F( 4 ) ^ k:/, 


y dz* 


tin luirii, |Hjiscjna F ast nrie fonctian fuchsieuno, 

#0 






dtaiit lino funciiun raiiummllo an/. 
St nuns pusuns onsnita 

. / 7 /S 

iFud 

il \iritdra 


ri| 


U .1* r r . .1 3 * I f'(r) 


to. 


utt lo rurffiriant ila tr ast itne function rationnalla an .1?. 

Atiisi, jr ast tino fonciitm iiniforito^ da 3, c’esrt-dito du rapport do.s deux 
iiitruralos do rdf|«atioti {tr}, C%»t done nna foncition ftiehsicnnc. 
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Aiu.si,«esl nac foacl.iou l-uclisi«une (jai aa paal (..ra.ln. aa.aiaa .!<•> s.ilvnr^ 
(Oet. ( 2 ), mais qal, .Ic plus, ac pout pmuln- uaa plus au.'aae < 1 .‘. vahnus 

Lell.es quc <f{s) = ^ 

Apt)(‘i()ns 

** ili, fh, 


ces vale Ill's, 

i;(upmli<rii (5), cpii asl iiac (Uiualiaa laclisiaiftaN aa.aal 


guliers 


ati 








h 


at de telle sarte que taules les aquatiaas dalaraiiaaaia*. aiaat aaa raruif d.aiiila, 
Elle appartient d(avc a ua Ijpe sulaa'daaui! a I ■ 

Ainsi, il cst laujaurs pas.sil)le da Irauvar aaa I'anatiaa I'aaliMaiiaa .r / t 3) 

qui ne pent pnnulrc* n valeiirs donnees 


el qui ae peal prendre non plus A iuitnw vuleurs aaa daaaei'?. 

*1, f>t 

A catte I'aueliau I'uclisieuae carrespaad un<! eqaaliaa iaaltsieauci daiil it;s 
paints siagullars scatl las a cl las b at dant toutes la, dfpuiliaa, diHaraiiuutita* 
aal uac raciaa dauhla. Catfa dquali<a» fait parlia d’aa Ijpa ,a!.t.ailaaud ii I'. 

Sait umiatcuuat/ ana faactiaa da s qui u'udaial d'autra itaial sia>{tiUar qua 
Ics a. Si I’aa pasa * = /(z), .Y s«ra rtaietian uniranua «la 3 . 

CiVsl ca (pti arrivara au purtiaidiar liirsipu’ p* ,aiM 1 lala^rali* d aaa aipailtait 
lia(’‘aira a aaailitdaul, alpala‘i([uas. 

Aiasi, on nfiif toujoars Iroiiver mm varinhln z, thttil ht tttrinhh- r ol ir* 
itiU^gmlait (I'ntm purnilh; m/uation sant dns Jonctiom iinijorinfit. 


XII. — Poly gone# limit®*. 

,Ie dirai (pte deux palygaiies genilraleurs ll, al H, da daux graupa, hi< li- 
stens (* at d' nppartieaaeat it tine mdiiie classe larsqu'il, satisfaraal aax aandt* 
tions stiivaalas : 

1" Le auialtra des adtis de« deux pulygoiias asj la u»#*iaa, 

a" Si deux cdtds dc Rj stmt ctm jug uds, le» deux ealt’;* dc iiiiHtta riiug da It^ 


nm L«a «rooi»i8 dks equations mneaires. 
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sriiu ruiijug'Uf^s. II ftu nlsulto quo les soiumets des deux polygones 

HO rtqwrtisseiH i*n uu mdiiie iiombre do cjtdes <le lelle laeon qu^a chaque cycle 
de I'la ciirres|:H:Hide uii (*ycle de (*t reciproqucinent. 

lai suiuuie lies angles dc <leux cycles corr(^s[a)udanls est la ru^me. 

Lvs pidygtjnes trune iiulnu' elasse ddpeucleut d’un eerlain nombre de para- 
inetrcH. Suppt^stuis par exeiuple, pour fixer les iddes, qifils soieut compliUe- 
uicut dfdinis ( * ) lorsqiftm se domic trois parauunres p-', 5 , mais que ces 
Iroin parametres ue soiemt pas iiuldpeiidarits at soiaul; lids eritre eiix par uiie 
re 111 lion 

(*) 

Si nouH rcgarcbuis (*l 3 comma les coordomides d’lm point dans fespace, 

Ji (dmque pt)lyg(tnc! ile la elasse correspond on point crune surface Si ddllnie 
par rdgalitd(i I, da sorte qifli la tdasse tout entidre correspond cette surface on 
uiu? portion tie eatta surface* 

Main, augencniU pour qua la polygone Il(, puisse dtra la polygonc gdndruteur 
(fun groupa furhsitui, y* at s doivant satisfaire non seulemmit *i IVjgalild (i), 
mais ariimri* a ctuiuluas liuSgalitds (a)* Aussi h la classa considih'da correspond 
saulaiiient una parlitt da la surfaea Sj at cella parlies tist limilee ])ar cerlames 
t?ourlias fr 4 >utlar<‘N ilorit on obtiant IVujuation an riunplacant dans una des Ind- 
gtiUtds I a) la sigua da rindgalitd par eelui de legaliuL 

Ibaiiom. uu example* Soit uii polygone Ho secondcj famille et du 

gaura zvru; ee sera, par exomple, un hexagone Les edteSs ab et c6, 

ni at a/et af sont lainjuguds de telle sorte quVil y a qualrc cycles b^ d^J 
at (tei\ Las six sommals davroiit satisfaire & la relation suivante : 

_ iff a) e) (f-a). 

Soil f la mpport aiibarmonique do par rapport aux trois points b^deif 
da tatia sorte quo 

f (/) s® n 

HosfUis 

f(a)is/» sp(c)=sir, «p(e)=3 3* 

La polygoiia H|» sara f ntiijrement ddfmi quand on connaitra .r,,yet3; mats 

ly II rrstr liiiui riitwiilw que diux i^alygoats ne iont pas dislincls Itn-siiu'tm prut paf^ser du 
I'liii it r*iiitrr par iiitr sali*tlt«tla» linlsirt qai a’altlsr« pas le cend.e foudamciUaL 

JL r, - It 
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(‘.litre ces trois [KUMinetre-.s uuus iivmis la relation snivante : 


(i*) 

(rt‘st recfiiatieii <ruii |mrahc>loV(le. 

Mills ju y et 3 deivent saiinfaire en outre aux iudgalitt*s 

(l') mT <i> < 3 < t</, 

de sortie nu'tm iie doit eoiiserver cjtdune portion dti partiholoidt* u 'i, (a*tle por- 
tion doit (litre regardife^ amima liiiiitde par les six droites suivaiites : 


(3) 

« 

4t 

it 


(4) 

JP =s 

« 1 , 

(&) 



(<■•) 


T « w, 

(7) 

iT M jr «s 50| 


(») 

yssm, 

s » o. 


(la semrit las courbes frontifcres cl-e la portion utile do paraboloide; fi rliii«|ite 
point da cette portion utile rorrespondra un paljgoue de la eliisse eu\isagtb* rl 
rtfcipro(|uenieut. 

Supposons uiainteuaiil Cjiiei cliins la elasse eonsidtfrdei il liulle p piiriiiiifelres 
^ 1 , pour ddfinir eompliMement la poljgone II© at qua ees p piira- 

mlitfes satisfassant criiiia part I ime ^galitd (i)^ trautre part fi reilaines iiit^gii- 
littfi (a)* Hi 1*011 ffgarda comrue las eonrdonii^eH irtin pniitt 

dans Fespaea I p diman«ions, aetta %alitd at eas inagalilds dafiiiiroiit iiiia 
portion cle sitrfiice, uiie muItipHeitd {Mannigfalti^ki^ii), romma ilisatil las 
Albtmauds. Jappallarai 11* eatta multiplieitd rjiii aura i dititefisintis* Kll«* 
sera au gdiiifralowear/e at sera liititlifa pardas iiiultiplirioS fVoittil*ra!i da p *j 
diinefisions, puii<|ue ks s satisfont non saiileiuant ii line dgiiittd, tiiiiis aurora 
a dt!s iinlgaliys* Gas iiuiltiplicitiSi frontit*res sont aiiiilogiias ini\ rourba*! froii- 
tkres doni il ii dk piirltl plus haiit at Foil obtiant laurst^qiiiiltoiis an ratiijdiiraiit 
daiiH Fuiie dm tnifgaliks (a) le iigna da Findgalitd piir cahii da r^galtiib 
Goiwidifrons nil point dis lii mullipliciti! M| cpii suit iiiltitintaiil dr 

Fiina de« tiiultiplieitifs fronti^res. A aa point cow'spondra im poljgtuia doiit 
eartiiiiis idi!inesi(s saront iiifinitifinuiiix at qua j^appalltuiii pour ratta rai‘Miii 
p^tfgmi* iimifM. 

Mowsallotis aii%isttgar d mliord iina eliisiie de poljgoiies Itn, dii gaiira /j‘ro, dt? 
I« deirtkine ftiinilla; le timtibra das cdids lart a»; cbaqita rdtd da rang iiiipair 
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sera le conjtigue dii cote dont le rang est plus elev6 d’une unite (le cote de 
rang — i sera le conjugue du c6te de rang 2jy). De cette facon, si je designe 
par la notation le sommet qui sepai'e les cotes de rang p et de rang p i, 
chaque sommet d’indice impair formera un cycle a lui tout seul, pendant que 
tons les sommets d’indice pair formeront un seul cycle. II y aura done en tout 
n + I cycles et tous les sommets seront d^ailleurs sur le cercle fondamental. 
Pour d^finir un pareil polygone, il siiffit de se donner 2n 3 de ces sommets, 
les trois autres etant supposes fixes. D^ailleurs, entre ces an 3 param^tres 
nous avons la relation 

(i«) __ (ai — aa) (as - a^). . — aj ) (a, — ag) . . .(a2«-2-" 

outre les inegalites 

{‘i") argai< arga2< arga3<. . .< arga2,i< argai 4- stc. 

Jc considiire, d’autre part, les foactions fuchsiennes eagendrdes par R„ et, 
parmi elles, une de celles a I’alde desquelles toutes les autres s’expriinent ration- 
nellement. Je I’appelle f{z). Les points singuliers de I’dquation fuchsienne 
correspondante sonl alors au nombre de + r ; ce sont ; 

/(“l)i /(“s)) /(“2n-l) 

/(«2) =/(«0 =•••=/( “2»)- 

Je vais chercher quels sont les polygones limites de la classe en question. 
Pour les trouver, il faut dans I’une des indgalitds (2’^) remplacer le signe de 
I’indgalitd par celui de I’dgalit^ ; d’oii 

arg«,= arga/+i, a, = a/+.i, 

e’est-k-dire qu’un des edt^s du polygone Ro doit devenir infiniment petit. Mais, 
en vertu de I’dquation (i"), si un cdtd de rang pair devient infiniment petit, il 
faut qu’un cdld de rang impair le devienne dgalement, et rdciproquement. Il y 
aura done toujours au moins deux cdtds qui s’annuleront. De Ik trois espfeces 
de polygones limites : 

i" Ceux dont deux cdtds conjuguds s’annulent; * 

2“ Ceux dont deux cdtds non conjuguds s’annulent; 

3“ Geux dont plus de deux cdtds s’annulent k la fois. 

Ainsi, dans le cas du paraboloide (1'), les droites frontidres (3), (5) et (7) 


348 


sun U5S unOUUES DES lioUATIONH J.INKAinUS. 


correspondent u des polygones limites de la premiere (‘spec*;; k-s droites t 1 i, 
(6) et (8) a des polygones de la denxkmc especo ct les points 

^ = -s = o, r = i; x-o, _y==-s-i; 

qui appartiennent k la fois i deux de ces droites fronti^res, eorrcspomleul ii des 
polygones de la troisi^ine esp^ce. 

Les polygones limites de la iroisitVuHs esptice sont {Svidcmimuit d<‘s cas pm'ti” 
cullers de ceux des deux prcmifires. Laissons-les pour un instant de edti- et 
cherchons ii montrer que cenx de la deuxiiime cspCsce s«; rann'-nent i’t ceu\ de la 
premiere. 

En ellet, si nous envisageons un jtolygone de la deuxieme espeee, i'lin de 
ses C(5l(js infmittSsiinaux sera de rang pair. Je puis supposer que Tun ait ntiiu**- 
rok les cdks de telle fa§on que ce .soil pr(Sci.s<5menl le edte de rang a, 
L’autre cdk infmiksimal sera, par exeniple, au^aa/,+, . Cats ileux cdu5» seront 
s^pards par/) i paires de cdks conjuguds a^as el a^a,; el x^aBjele.; 

et a 2 p_( aa^. Joignons, par un arc de cercic orthogonal an eerele 
fondamental, c(ip_, h a, ; nous parlagerons ainsi le polygone 11^ eu deux autiX’S 
ro et r; ; ro contiendra par exemple le sommet aa;, et /•; le sommel a*. S.>it rj 
le transforrnd de r„ par la substitution qui change a*/, .a en Ka/. «ap el 
posons 

H 0 53 /*Q -f- , 

Le polygone R; sera Equivalent ii R^, il admetlra deux cdichs inUnltesimunx, ii 
savoir aapaa^+, etle transformd de a,aa. Ces deux cdlt-.s ne seroat plus sdqwres 
que par/) .a paires decdtds conjuguEs. En opErunt sur HJj eotiiine on a tipdri* 
sur R«, on obtiendra un polygone R; oh les deux cdte.s inlinitesinmux ue seroat 
plus sEparEs quo par /) — 3 paires de cdtEs conjugnE.s et, en coaliauant de l.i 
•sorte, on finira pararriver a un polygone Equivalent a Ik et dunt les deux 
CdtEs mfinitEsimaux seront consEcutifs. Tous les polygones H,„ R;, R;, S„ 
auront une partie commune qui sera n. Le cdtE inlinilEsimal et sou 

conjnguE aa;,4., aa;,+a apparliendront done k S^. Le .secoml cdtE iuliaitesiaiiil 
sera par exemple Joignons maintenant ^aa^.^., par uu arc de eerele ortli.. 
gonal an eerele fondamental. Le polygone S* se trouvera tlivist' eti fleux par 
ties, le triangle ct^p jSaa^^i — et So = S® sj,. Soit y le trunsforiuE de par la 
,„i chaage ea et toil = «; |.. 

tmngle iransformE de s[ par cette substitution. Le polygone S; = x^-f. sera 
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equivalent a So et il est aise de voir qu'il n’a que deux cotes infinit^simaux, a 
savoir et Ya2/j+< qui sont conjugues. 

II est vrai que le polygone S^, quoique equivalent a Rq, n’appartient pas a la 
m^me classe, parce que les paires de cot^s conjuguds sont distributes d une 
autre manitre; inais il est aise, par des transformations convenables,de ramenei 
le polygone a un polygone equivalent S'' admettant comme S'o les c6tts infi- 
nitesimaux conjuguts et et dont chaqiie cote de rang impair est 

conjugue du cote pair qui le suit. 

Nous sommes ainsi aments a nous occuper principalement des polygones 
limites de la premiere espece. 

Considtrons un pareil polygone dont les deux c6tts conjuguts soient 
et a2„a,. Nous distingiierons deux cattgorles de polygones de la premitre 
esptce : 

Geux de la premitre categoric seront tels que 

a2 „— ai 

2^ Et ceux de la deuxieme categoric seront tels que 

— 

a2«— ai ^ 

Dans le premier cas, on a, entre les sommets du polygone, les relations suir. 
vantes : 


(g) «! = ag — a2;i, 

(!«) _ (ag — a^). . — = (sti — as). . .(a2rt-2 — 


Le polygone R© se rtduit done (lorsque passant k la limite on annule ses 
cdtds infinit^simaux) k un polygone R; tout k fait analogue, mais dont le 
nombre des c6t^s n’est plus que 2n — 2 au lieu de ara. 

Disons quelques mots des groupes G et G' engendres par ces deux polygones 
Ro et Rfl. Appelons S,- la substitution parabolique qui change a,_, a,- en a, -4., a,- 
(i dtant essentiellement impair). Le groupe G sera ddriv^ des n substi- 
tutions 

Si, S3, ..., S2/i~l. 


La resultante 


Si S3 Sg , . . S2,»— 1 


sera parabolique et admettra le point double a2ji* 
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Lorsqiie Ro se reduit a R^, les substitutions S3, deviennent S;, 

restent paraboliques, inais la substitution Si devient illusoire et n^a 
plus aucun sens. Le groupe G' est done derive des n — i substitutions 

c/ c/ 

•^3^ • • • 5 ^2 7Z-1 * 

En vertii de la relation (i«), la resultante 

S 3 . , . Sgw-i 

est parabolique. 

Done les soinmets d’ordre pair de R'^j forment un cycle parabolique ( Iroisieme 
sous-catdg'orie), et par consequent R^ et ses transformes par les diverses substi- 
tutions de G' rempliront tout le cercle fondamental (cf. Theorie des groupes 
fuchsiens^ paragraphe VI). 

Alors, en appHquant le second lemme, on verrait qiie la diftei^ence 

/(«!)— /(aa) 

tend vers zero et que le type T, dont fait partie P^quation fuebsienne engen- 
drde par Ro, se i^ddiut a un type T' plus simple iPadmettant plus que n points 
singuliers. 

Supposons maintenant que deux edt^s a^a2 et cL2n^{ tendent vers zero de 
telle facon que 

La relation (i^) cessera dWoir lieu. La re'sultante 

C/ C/ C/ 

O 3 . . . Dgn-l 

sera hyperbolique et non parabolique ; les sommets d’ordre pair de R'^^ forme- 
ront un cycle hyperbolique (quatri^me sous-catdgorie) et par consequent les 
transformes deR^ par les substitutions de G' ne rempliront pas tout le cercle 
fondamental, mais seulement une portion de cercle limitde par une infinite de 
circonferences (cf. Thdorie des groupes fuchsiens^ paragraphe VI). 

Le second lemme n’est done pas applicable, ce qui montre quelle difiference 
profonde separe les polygones limites de la premiere et de la deuxi^me cate- 
goric. 

On pourrait faire une thdorie tout a fait analogue des polygones limites de la 
troisieme espece, qui ne sontque des cas particuliers de ceux de la premiere 
et de la deuxi^me. 
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Comme deuxi^me exemple, nous considererons un polygoneRo du genre zero 
dont les cotes seronl disposes comme dans Pexemple precedent, mais quiappar- 
tiendra a la premiere famille, et dont par consequent tons les sommets seront a 
Pinterieur du cercle fondamental et tons les cycles seront elliptiques (premiere 
categoric). 

Nous appellerons 

les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en 

et b la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent 4 tre 
des parties aliquotes de 2 tc; je les regarderai comme donnas; la classe k 
laquelle appartient Rq est alors parfaitement defmie. Dans ce qui va suivre, 
nous envisagerons la L des cdtes de ce polygone et non leur longueur gdomd- 
trique. Dans Pexemple pr^cddent, quand nous disions qukin c 6 t^ ^tait infini- 
ment petit, cela s’entendait de sa longueur; ici, au contraire, cela s’entendra 
de sa L [qui n’est autre chose que la longueur au point de vue de la gi^ometrie 
non euclidienne (cf. Theorie des groupes fuchsiens^ paragraphe I; Memoire 
stir les fonctions fuchsiennes^ paragraphe I)]. 

Cela pose, comment peut-on concevoirque le polygone Ro devienne un poly- 
gone limite ? Cela pourrait se concevoir de trois manikres : 

I® Si un cotd devenait infmiment petit; 

2” Si un angle s’annulait; 

3 ^^ Si un cdu? devenait infiniment grand. 

II est aise de voir que les deux premiers cas ne se presenteront jamais, sans 
que le troisikme se presente ^galement; examinons done le troisikme. 

Supposons qu’un cotk de Ro, par exemple, devienne infmi; il en sera 

de meme du conjuguk a^ aa- Mais I’angle de ces deux cotks, qui est a,, est 
donne et fini. Done la diagonale est infinie. Mais cette diagonale est plus 
petite que la somme des 271 — 2 autres cdtks. Done Fun de ces cdtks est infini. 
Ce sera par exemple et il en sera de mkme par consequent de son 

conjuguk oL^p> Joignons, par un arede cercle orthogonal au cercle fonda- 
mental, les deux sommets a|, Nous aurons ainsi divise Ro en deux poly- 

gones partlels r 7*0, qui comprendra le sommet a^, et /*q, qui comprendra le 
sommet a2«. Soit maintenant rj le transform^ de ropar la substitution qui 
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cliarige en oticx^^i, Le paljgone r« 'f-r'j, tjui (*st a R^,, a 

csornme Iiil quatre cdtes iiUiuis, inais cm cjuaire c'dttlB saui rousrruiiU. U 
de 111 c|iie rmiLB prnivi>ns t<>ujourB sapptiser que las quatra vMt^s iiiliiils ila Rp 
stmt ota/ioti , cCiOCa, oc^^, otia^. (..rest ce qua ut>iis fartms. 

()u paut supposar aussi qua li^ a jilus da quatra tadt’H lufiuU; lual^ ra 

n'ast qu’uii aas parliaailit'r cpia nous laissenms th* (^'ua pt)ur h* uumtaut : 

iKHis .suppt)sart)us dona tjut^ las 4 autras adlas mhU liuR, han^ aa 

tnis, on pt'ut daiuoiUrtu' sans trap tie difliaullt'^s qua la (llaguuala ast 

(init*. Appalons To la triangle at la rt^slt* ih* IRj. Apptdtms / 1*^ 

triangle cxafiai transfonna d(‘ par la substilutitm t|ni ahaagt* La 

poljgtme Ry sera dquivalant a at il iLaura plus tpia tl«*u\ 

infinis cil 8«,| qui saront canjuguas^ jumdant qua las ttau\ rdti*s aoiiju- 

guds ^3 at Ota [i saront linis* Gis deux darniars adtt*s out laur L iinia, ituiis 

leur longueur gdtnndlrique asl infiniiuaril patita. Sujqiosons qua nous passtmis 
fi la liinite et que ccs dauit edt«!s s*annulant* La poljgoiia R^ sa rinluira itlors li 

un poljgtme R^ qul n’aura plus qua tin » e«\tds par siilta tia hi aoufiistott ties 

trois sonuuals otj, at [L Panul aas adtds, il y an u ■ f tjui na dilleraut paA 
de cetix da R®; las dauK aulras sunt las aduls at. a* ^iqtii sunt aoujugutls; 
le somruet otn siiud sur la aerala fondamaritiiL lornia It liii liitit satil tin 

cjcle qui pent atn* paralmliqua on hjjmrlioliqua. 

S'll esl parabolique, aa qui iirriva lorsqua la aarala qui passe par al «| 

cst tangent lui cerale fondiunant4il, la poljgttna lliuita asl tIa lit praiiiiara riitii- 
goric. 

S^il esR iiu aontraira, bjparboliqua, la poljgtiua Itiiiiti* ast i!a lii iif*iiyi#*ma 
aaidgorie. 

lies propridtds das dintx ciitdgorias sunt las nubuas qui* tlaiis Lmauqda pputa- 
dent» Airisi% si <1 ast le grotipe engendrd pur Rg, ae gntupi* sera ilari%a da 
n siibsliltiliotis idlipliquas 

S|, S|| 

de lalla fuaon qua H| ail pour point tloubli Lc grotipa ildrivd ila 
Si, ^1, ^111*1 it ill S|S, 

s’ftpptlkwi iV, Lorsqne R# m nMuirii I RJ, las siibitittilioiis S|, i 

landroiil xtm das stilwliltitions alliptiniici i at S|H| inidta 

yers line etrlatiie stilislitwtbn 5J. S* at Sg daykndrtini illtisoir«*s. La groiipr 
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engendre par R" sera derive de 

Sg, S7, ^ 

et sera isomorphe k G'^ 

Si le polygone est de la premiere categoric, S sera parabolique; les trans- 
formes de Rq par le groupe GGempliront tout le cercle fondamental. Lorsqae R^, 
tendra vers R", le transforme de R^ par une substitution de G'^tendra vers le 
transforme de R^ par la substitution correspondante de G^, et la surface recou- 
verte paries transformds de R^^ par les substitutions de G qui n’appartiennent 
pas a G^^ tendra vers z^ro. En appliquant le deuxieme lemme et en conservant 
les memes notations que plus haut, on verrait que la difference / (a,) — / (as) 
tend en meme temps vers zero. 

Si au contraire le polygone est de la deuxieme categorie, S est hyperbolique 
et les transformes de R" ne remplissent pas tout le cercle fondamental. Les 
deductions precedentes ne sont done plus possibles et 1 on ne pent affirmer 
que /(a,) — /(as) tende vers zero. 

On traiterait de m^me le cas ou il y a plus de quatre c6tes infmis. 

Comme troisieme exemple,nous cboisirons un polygone Ro de genre de la 
premiere famille, de 4/? c6tes, dont les edtes opposes sont conjugues et dont 
tons les sommets forment un seul cycle, pendant que la somme des angles est 
egale k 2 tt. 

Ici encore on pourrait concevoir irois cas ou le polygone deviendrait poly- 
gone limite ; 

i*' Si run des edtes s’annulait (cela s’entend toujours de la L de ce cote) ; 

2® Si un angle s’annulait; - 

3'’ Si un cote devenait infmi. 

Comme dans I’exemple precedent, les deux premiers cas ne se presenteront 
jamais sans que le troisieme se presente en naeme temps et e’est ce troisieme 

cas qu’il nous reste a examiner. .. 

Pappelle, comme plus haut, le sommet de rang i et je suppose que le 
cote et son conjugue ci.2pCL2p+\ deviennent infinis. Soient pi le milieu 

de aj^pOL\ (j’entends par Ik que la L de est egale k celle de Piai) et p2 le 

milieu dea2;,a2^+i. Joignons 0|p2 par un arc de cercle orthogonal au cercle 
fondamental. Ce sera une secante de notre polygone Ro et cette secante ^sera 
jinie. Cette secante partagera le polygone Rq en deux autres : ro qui contiendra 
H. P. - II 


45 


gi*i tis ummm mn unkaiwkh. 


It* stHiuuttl «i, el cpii eoiuiaiidra y Munmel a^p, %StHl iiiaiiittni.mi Sp lit 
substitution Hill einuii’e* nn son eonjvigin* siilKlittittiOi 

t'han^tUM 

Piaistf . . , oEf^t I 
nil 


||, M ,^1^14 j , 


05^*4 1 *||M 


l,i‘ poljfjmu- n; /„ i /•' xora <kjuivu!etit ii H„: il nnta |/i i » m.uuhHh 
( jni sfl dans I’ordrn suivant : 

^', a', *» . , . «J,a|^,ia,p, 4. . , 1 *•#» • 1 ■ ■ . « *#». 1 ■ • ■ 

(a!H 4 p ^ '■<< ’'••nuunts formnnt tlnnv cyi'lcH qiii •tiutt d aillinit'"* tcK ijur la 
sDiiuite djiH angles de* citacim il’eiix i'hI dgale ii an. tiint iidinis, a 

*'« L den e.u.s H [1,,% rst (i.iie el 

Unir Inngiieur gdomdtrujue eat udtninii'nt jietilt\ 

Hi tuHia {tiissruiH It la liniile, eette iongtunir s'nnmilera aUaidtiHii'iil el lei 
(KMumets [4| et [la, [!', et [1^ se eiinfimtlrtmt. I.i! jntlygone U„ le rdtinira ahir* k 
utt autre potygoiie tjiii n’auni pliiit rpie 4/* stMnnntti, deii% »nr le eerele ftiti» 
damental j^i e! [J', el 4/' - » dehors de re eerele. (lliaetin ties suninieti 
ist foniHJ h Ini tout sen! uu eycte ijni pent dtre paralMditpie on lirperho- 
itc|tie. 

filMtlioat iiiainlenant le groiipe <» cngetidn’' par le polfgtnte ItBini.reipti 
rmienl »« mdiite, par K[,. Si nous appelniis S/ la siihstiinlion «ji»i eliangi* Ir 
cdt4«i«i4.j d# R« •ttnOH eenjngud l« gr«nipe <1 lera tjdrivd dii* 

a/i Mills! iliitians 

* * I? (B 

P|i Sf* ^||*» 



emw Ie»<|U®lte» wu* avoai la relation 

SiSj, . . .SiS|. 

(^nelles soitt los *nl>»t»Uitioa» de (* qiii ehatigent ehatpie i dl«' dt 
etmjMgad ? Cle leroiit. 

8^ qtti ebaege Pi It enPiP’i* 

S,„ 

• ?8*ie *** ?t*i 

et 

8 ^« 8 , » «#««.| •« «ie+<«ipK,i. 



srit Lis r.W)Wi»E8 mn equations unkaires. 


LiHNtjtir judv^unt^ IV^ SG mluii h la siilKstilulion ilevietil illiisoin' 
<i Irs suhst itutioiis S/ He rcHhuHeiir a carrlauies svibstilu- 

tituiH 't, 1 S' . l>e res Mi!)slit lit ions derive im |»'r(>upr (1' qui (^s^ pnaasianiaU 
fae^riidrr par t*t <lt* telle fa^on qiie 1' et soul I(*s deux sidistitutious qui 
rhaiigtutl la preuiiere aa|i.,|a Pi eu la seeonde a!tpP\ t‘U 

Si mull Iplit'ateurs de ^ el de soul <%^tux a i, ren deux suhstitul lous 
Html paraludlijurs ; Ir pidjgoiie sera ditalors de la |ireruI<Vr<^ ealrgorle (‘.I ses 
IraUHiiirtmS rriauiv riruut Uiut le cerele fondauieulal. On eu couelut, (ioiuuu' 
dans les deux exemples qui preeedeul, que le deuxienie Imume (\si a|)plicable 
el que, par (amsiHpieut, les fnneliuriis fuehsiennes eugmidrei^s par \\\^ l(‘udeul 
\ei% le*. fuartiuiis rurhsienues fuigendnu's par (piaiid Uuid v(*rs U". 

Mat runs dans plus tie ddlails. Snieiil s el y dc*ux fumiiuus fuchHiennes 
eitgeiidr<*es par 11^,: il f aura imtre c’es dtmx funelious une relallon algdbriqife 

- e, 

(jui smi de genre fh pnisqne IV^j est de? genre p. Si eette relation est regartlde 
eiMTiirie IVquitlitin truiie eanirba da dagrt^ m, eette eourbe aura 

(m — i)(m %) 

jiiiirils iliitddes. tairsijtie se rdduira a IV^j, le genre de catle eourbe devra 
diiiiiiniar d'uiia unities putsque la poljgone IV^ est de genre y>—- i, e\?st4Mllre 
que lit rtturht* fitn ra HttjmhHr tm mtUGeau point donhh\ A ee polul double 
rtuTespuiidrtuil an realite deux points analjtiquas dlHerents (selonque le point 
double sera regards eointufi iippiirlaniint fi Time on k Fautra das branches de 
eourbe qui y piissaiit) at pur eonsdquent deuw pointi^ rS&lkment distimts du 
pulygom* i>A tleux points ieront pi at p\ qui sont, comme on le sail, sur 
la elrroiilereure du rarebt foiidamental. II nlsulte de 111 que les deux fonetions 
fuebsiennes lim.r et Umf tie peuveui prendre ii lluUjrieurdu eerele I’onda- 
luental les dtnix \iileiir8 qiti ccirrasponcknt an nouveau point double. 

II Ilf! iiiuit pus iiiTiver qua run das inmltipllcaleurs de X el de soil (!gal li i 
ri raiitru dillilrriil de i| de talle qua rune de ces Kubstituiions suit para- 
boltqiie rt riittira bjparboliqut. En on a 

dl%i 


liiii tuttllSi^* liffltt nittllSj* S%pSp 




3'i(i SlH 1.88 tiROUPES RRH ^OVATIONS tlNBAIRKS. 

H 

milllX HUlh S’. 

U {H‘ut amviT, nil conlnure, qnf* Ifs dtnix iiiultijiluaittMUs rliiti-ivnts 

dc! 1 H l(w <l«!us .•iul>stitutic>ns hjperboliques. l>ims cg «is, ll” »‘-t dit dt- I;» 
deuxH>iH(! caldgorip. I.e d«*,uxi^SHie lemiue n'est jdiH apjdiciildc cl Ics limrtiiuis 
ftudjsifuuiftH fi(ig(iadn?c8 par IV„ un tpndcnt pus vers ccllcs (|iti sunt cn^cndriass 
piu* 

On traiteniit dc «u^ni »5 le ras ««» plus jIc dcuit cdH'-s tic H„ dc\ icndratcnl 
intints. 

Les fitcmples qui prdo^'dcal stiflimnl, jc peuse, puiir inuutrer c.utjincnt dtiil 
fitrsi diUH dutepu! rus, la qucsliun dcs pidyjinnas limilcs. 

Dans le ras dii secund cvcmplc, nmis dirons que Ic pidyK'UU* lituife i;s| : 

i“ Dts la pwmi^rc cspi’tcci, s’il ii‘u q«ic quatre cdltls iidinis ct qu iU suient 
coas^cutifij 

a“ l)e III dcuxillim! cspt’icc, s’il n’aquc qualrc nUds iuHnis ct qu'ils nc suicnl 
pas cons^ciitifs (nous avuns vu qii'un ptdygimc tic in iliMixidiiic cspccc pent 
laujoups ^tre ratnetu? h tin pulygone dc la premidre); 

3" Dc la trtiisidinc cspticc, s’tl a plus dc quatre cdtcs iiilinis; uii ddnmnlrc- 
rait aisdment qii'un pent loujmtr* rainener uu cas m'l tmi* lc« cdids iidinis iunt 
consdeutifs. 

D*n« le ca* du Iroisi^me eiempla, nmis tiinuis que le pidyguiic liiuitc K, 
ett : 

I* De Ift premiere etp^ce, i’il u'a que deux cdtds inliiiis ; 

a* D« k tpoisknie Mpieo, i’il a plui dc deux cdtds iidiiii*. 


Nuus avuns vii qu’fttt* dill'dreut* poljfonci il’une iiidmc i;k*»c r.iricspuii- 
daitmt un par un Ic* difftlrenli points d'wiie niulliplicild M, , \liiis a im ludiuc 
gruti|MJ fuchsleii correspondent utie tniitutd dc p«dyg»»uc» gduci.iicur* ct par 
eoiwilqueai une inlinittS dc points de M,, En effet, le priicdtU* tin piiriigi'.q<lic I\ 
do k Thffm'kdm grmtpes /uchawns perniei de transformci Ic p«dygunc Ikifii 
an «tr« R* Equivalent 1 H# et eiigendraal le inline grrnipc fiidisim. Dr lit iiiw 
iitfinluf de t|?«»ifooeali»n« qui changent un polygoiiis eii nii aiiUc cqunalpid, 


Xai. — Polygon®# rEdttit#. 
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et par consequent un point de en un autre point de cette multiplicite. Ces 
substitutions foiunent un groupe que j’appelle T et qui est evidemment discon- 
tinu. La multiplicite va se ti'ouverparlagee en une infinite de domaines Do, 
D,, . . D/, . . de telle facon qu’a chaque substitution de T corresponde un 
de ces domaines et que ce domaine soit precisement le transforme de Do par 
cette subdivision. Cette substitution de Mi k Faide du groupe T est tout a fait 
analogue ala subdivision du cerele fondamental en une infinite de polygenes 

■ o 

Ro, Ri , ... ^ Paide d’un groupe fuclisien quelconque. Nous allons d^ailleurs 
eclaircir ce qui precede par une comparaison simple. 

Supposons que, dans le plan des le point x^y repr^sente la quantity 
imaginaire z = X iy et considdi'ons un parallelogramme rectiligne Ro ayant 

pour sommets o, Zo et Z{ + ^2* Cn pourra subdlviser le plan en une infi- 

nite de parall^logramines egaux a Ro et Pon engendrera ainsi le groupe 
^ ^ azji-y- ou dL et ^ sent des entiers quelconques ; de ce groupe ddri- 
veront les fonctions doublement periodiques qui ont pour periode Z{ et ^2* 
Mais ce parallelogramme pent etre remplacd par un autre dont les sommets 
soient 

o,' (a -H y)5iH- ( P -+■ o)'S 2 , 

ofi a, ( 3 , y, S sont des entiers tels que aS — ^ • Ge second parallelogramme 

est equivalent au pi'emier; je Pappellerai Rq. Pour definir Ro, nous nous don- 

nerons le rapport ^ = to. Aux differents parallelogrammes possibles corres- 

pondront difiei'ents points du plan des to ou plutdt de la partie de ce plan qui 
est au-dessus de Paxe des quantites reelles, partie que partie posi- 

twe du plan. A R'^ correspondra le point de sorteque la partie posi- 

tive du plan des to va se trouver partagee en une infinite de domaines qui se 
transformeront les uns dans les autres quand on appliquera k to la substi- 
tution /'to, A toute fonction doublement pdriodique correspondra un 

\ ’ Pw a/ 

point de chacun de ces domaines et un seul. Mais, parmi tons les paralldlo- 
grammes Equivalents k Ro, il y en a un qui est plus simple que tous les autres, 
e’est celui qui est tel que la forme quadratique positive 

ou ^ et 7^ sont des indeterminEes entiEres, soit une forme rEduite. On pent dire 
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et 

mults =: mult S'. 

II peut arriver, au contraire, que les deux multiplicateurs soient difFerents 
de I et les deux substitutions hjperboliques. Dans ce cas, R'' est dit de la 
deuxieme categoric* Le deuxi^me lemme n est plus applicable et les fonctions 
fuchsiennes engendrdes par R'^ ne tendent pas vers celles qui sont engendrdes 
parR;. 

On traiterait de m^me le cas ou plus de deux c6tds de Rq deviendraient 
infinis, 

Les exemples qui precedent suffiront, je pense, pour montrer comment doit 
^tre trait^e, dans chaque cas, la question des polygones limites. 

Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite Ro est : 

i"" De la premiere esp^ce, s’il n’a que quatre cot^s infinis et qu’ils soient 
cons^cutifs; 

a® De la deuxieme esp^ce, s’il n’a que quatre c6t<^s infinis et quails ne soient 
pas cons^cutifs (nous avons vu qu’un polygone de la deuxieme esp^ce peut 
tpujours ^tre ramend k un polygone de la premiere); 

3^ De la troisi^me esp^ce, s'il a plus de quatre c6tes infinis; on d<^montre- 
rait ais^ment qu^on 'peut toujours ramener au cas ou tons les c6t6s infinis sont 
cons^cutifs. 

Dans le cas du troisieme exemple, nous dirons que le polygone limite Rq 
est : 

I® De la premiere esp^ce, s’il n^a que deux cdtds infinis; 

2 ^ De la troisieme esp^ce, s’il a plus de deux c6tds infinis. 

XIII. — Polygones r^duits. 

Nous avons vu qu’aux difFPrents polygones d^une m^me classe correspon- 
daient un par un les difFerents points d’une multiplicite . Mais k un m&me 
groupe fuchsien correspondent une infinite de polygones generateurs et par 
consequent une infinite de points de M^. En efFet, le procede du paragraphe IX 
d<i la Theorie des groupes fuchsiens permet de transformer le polygone Ro en 
un autre R^ equivalent a Rq et engendrant le m^me groupe fuchsien. De Ik une 
infinite de transformations qui changent un polygone en un autre equivalent, 
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et par consequent un point de Mi en un autre point de cette multiplicite. Ces 
substitutions forment un groupe que j’appelle T et qui est evidemment discon- 
tinu. La multiplicite Mi va se trouver parlagee en une infinite de domaines Do, 
D,, D/, de telle facon qu’a chaque substitution de T corresponde un 

de ces domaines et que ce domalne soit precisement ‘le transforme de Do par 
cette subdivision. Cette substitution de Mi k Taide du groupe T est tout a fait 
analogue a la subdivision du cercle fondamental en une infinite de polygenes 
Ro, Ri, » I’aide d’un groupe fuchsien quelconque. Nous aliens d’ailleurs 
eclaircir ce qui pi^ec^de par une comparaison simple. 

Supposons que, dans le plan des le point y reprdsente la quantit(^ 
irnaginaire z = X -y iy et considerons un paralldlogramme rectiligne Ro ayant 
pour sommets o, Z\^ et Z\ z^- On pourra subdiviser le plan en une infi- 
nite de parallelogrammes egaux a Rq et Pon engendrera ainsi le groupe 
^ + a^i + ou cic et p sent des entiers quelconques; de ce groupe deri- 
veront les fonctions doublement pdriodiques qui ont pour periode ;5i et ^ 2 - 
Mais ce parallelogramme pent eire remplacd par un autre dont les sommets 

soient ^ 

o, (a H- (P -H 

ofi a, p, y, S sont des entiers tels que aS — Py = i . Ce second paralieiogramme 
est equivalent au premier; je Pappellerai R^. Pour ddfinir Rq, nous nous don- 

nerons le rapport = w. Aux diff^rents paralldlogrammes possibles corres- 

pondront difl’drents points du plan des w on plutdt de la partie de ce plan qui 
estau-dessus de I’axe des quantitds rdelles, partie que j’appellerai partie 

tive du plan. A R'^ correspondra le point ^e sorteque la partie posi- 

tive du plan des w va se trouver partag^e en une infinite de domaines qui se 
transformeront les uns dans les autres quand on appliquera a w la substi- 
tution /'w, A toute fonction doublement pdriodique correspondra un 

' \ ’ Po) -h a / 

point de chacun de ces domaines et un seul. Mais, parmi tous les paralldlo- 
grammes Equivalents k Ro, il y en a un qui est plus simple que tous les autres, 
e’est celui qui est tel que la forme quadratique positive 

od i et Yi.sont des inde'terminees entidres, soit une forme rdduite. On pent dire 
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aloTs qiie ce parallelogramme est lui-meme reduit. On pourra definir ce paral- 
lelogramme reduit de la facon suivaHte : 

il devra ^tre tel que la partle imaginaire de (o soil aiissi grande que pos- 
sible; 

2*^ Et parmi ceux qui correspondent k ce maximum de la partie imaginaire 
de to et qui sont en nombi'e infini, il devra ^tre tel que la valeur absolue de la 
partie r^elle de to soil aussi petite que possible. 

On voit aisdment alors que to doit satisfaire aux inegalites 
— - < partie reelle cle to < mod to > i. 

Les points to qui correspondent a des parallelogrammes red nits sont alors 
compris dans un domaine d^finiparces indgalites et limits par deux di'oites 
et im cercle. Ce domaine Do et ses transformds par les diverses substitutions 

dll groupe ^to, | ^ remplissent alors toute la partie positive du plan des to. 

Nous pouvons operer tout a fait de meme dans le probl^me qui nous occupe, 
car il est tout a fait analogue, si ce n’est que les parallelogrammes sont rem- 
place's par des polygones gdndrateurs d’un groupe fucbsien, les fonctlons 
doublement pdriodiques par des fonctions fuchsiennes, et la partie positive du 
plan des to par la multiplicite 

Parmi les polygones equivalents a Rq, il y en aui'a un que nous regarderons 
CO mine plus simple que tons les autres et que nous appellerons poly gone 
reduit. Voici comment nous pourrons ddfinir ce polygone reduit. Soit a? une 
fonction des coordonnees d'un point de la multiplicity Je supposerai que 
cette fonction est constamment comprise entre o et i, et qu^elle n^atteint la 
valeur z^ro que sur les fronti^res de la multiplicity M^, c^est-k-dire aux points 
qui correspondent aux polygones limites. Elle pourra, d’ailleurs, ^tre clioisie 
arbitrairement. Cela posy, aux differents polygones yquivalents k Ro, corres- 
pondront differents points de et par consyquent diffyrentes valeui's de cp. Le 
polygone que nous appellerons rMuit sera celui qui correspondra k la plus 
grande valeur de <p. 

Cela posy, les points de qui correspondront aux polygones ryduits rem- 
pliront un certain domaine que j^appelle D,©. Ce domaine et ses transformys par 
les diverses s ubstitutions de T rempliront toute la multiplicity Mi * Le 
domaine sera limite par un certain nombre de multiplicitys mi , m^ 
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qui auront p — i dimensions, si je suppose que Mi en a p. Voyons quelle 
sera la forme des equations de ces multiplicites frontieres- Soient a un point 
de M|, aS le transform^ de a par une substitution S convenablement choisie 
dans le groupe F; les equations cherchees seront de la forme suivante : 

(i) cp(a) = cp(aS), 

0 designant la fonction ddfinie plus haul. Si nous considerons un point a appar- 
tenant a Pune des multiplicites fronti^res mi, mo, . . m^, par exeinple a celle 
qui est definie par Pequation (i), ce point correspondra a un polygone rdduit, 
et il en sera de m^une du point aS qui correspondra k un polygone rediiit 
Equivalent au premier et qui appartiendra aussi a une multiplicite frontiEre. 
G^est ainsi que certaines classes de formes quadratiques contiennent deux 
formes rEduites et qu’k un point d’un c6tE du polygone gEnErateur d’un groupe 
fuchsien, correspond un point equivalent du c6tE conjuguE. Les multiplicitEs 
mi, mo, TUq se rEpartissent done en paires de multiplicitEs conjuguEes k 
la facon des cdtEs du polygone Rq* Ges multiplicitEs m sont limitEes par des 
multiplicitEs m^e p — 2 dimensions ; celles-ci le sont elles-mEmes par des 
inultiplicitEs m’^ de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ges inultiplicitEs m^, 
m", etc. se rEpartissent en cycles a la facon des sommets du polygone Rq. Ges 
cycles peuvent d^ailleurs contenir une, deux, ou plusieurs d’entre elles ; si un 
de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de deux polygenes 
rEduits Equivalents k un polygone donnE. 

Ainsi, en gEnEi^al, il n’y a qu^un polygone rEduit Equivalent a un polygone 
donnE ; mais dans certains cas exceptionnels il peut y en avoir deux ou plusieurs. 
G’est tout k fait ce qui arrive pour les formes quadratiques dEfinies. On pent 
presenter la chos.e d^une autre maniEre. En gEnEral, parmi les valeurs de cp qui 
correspondent a une infinitE de polygones Equivalents, il y en a une qui est 
plus grande que toutes les autres; mais il peut ^rriver exceptionnellement qu’il 
y en ait deux ou plusieurs qui soient Egales entre elles et plus grandes que 
toutes les autres. 

Nous allons maintenant nous occuper d^une question fort importante : quand 
un polygone limite est-il reduit ? et nou^s examin^rons successiv^ment les trois 
examples du paragraphe prEcEdent. 

Reprenons d’abord le polygoire Ra du premier exemple, en supposant que 
les deux c6tEs conjuguEs ag^^ai et ai aa SQnt infiuiment petits. Nous avoiis vu 
qu’en laissant de CQte le cas exceplionnel de§ polygones limites de la troisieme 
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1 1 ronnpJi limiles pouvaient 4tre ramenes k ce cas. Nous 

IT^g^rdoro'dUt I.S ,»..u.es dnies. 1.. ,ua„.Uds d. I'ordre d. .. 

‘“CilL ... ,...(11 t«« 1>“ 

' aoe ie race »n «.-c de c.rcle passant par ccs deu% pomta el orllio- 
;lu. ccti (cnda«.e^al.)^e divise ainsi le pel, gone R. en deux an.ces , 

'‘Tr.tsfo™r„rrrFria’sub's‘ti.«tion lindaice q'" -=»».»-. «" 

; »0«s obtlendrons pout ransfomd na qnad.alalerc 


Posons maiiitenant 


rQ = 1 

Ro,=:r'o-h/-o. 


r 1 n. R aui sera ^qulvaleat k R« aura pour sommets , a,„, a,, 

Le polygoue R„,. q ^ ^ sommet mfmimenl voism 

de cKacun des points a^, ..., =i .,„_2 

.tl„isse.»els inliaiaien. veisins dc Qaanl i, 1. loa,.ne„.. des cdlSs 

inSnime,.t pelils, die aera donnde par la relation 


(*) 


ai,i — «2,i — aa/i)^ 


I e/ « , nous partagerons le polygone Ro,i ei*- deux 

.Toignons .naxntenaul 01-2, _ H, , . Soil maintenanl 

■ . ,io ranstormcder,,.,parl.snbstitull,,n llnea.re 

change a2„_ 3^20-2 -« „ , sojmnet infiniment voism de 

voir que Ro,2, qui est equivalent a Ro,m a un 

ckacuxi cles 


aa, 


2 


a.. *2 ■> infiniment voisins dc On aura d’ail- 

el Lrois soinmetb cf.2n-~A) *^5- 

r ( — ^tn-l ) \ V '^ULJJ I . 






2 — a2,2=(ai~“^2) L (aa/i— aa/i-T 


)(o£2« 


Nous aliens epdrcr sur U.,. comme nous uvons epdri sur R. elsur ll..,- 

• ■ j sane « a , ct aue nous poserons, en appelant ? 0 j 

C’csl-k-dirc que uous pindrons ct que u i ri 

le transfermd d. r.,. par 1. substitution lindane qu, cliange a..-....-. 
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0 ^ 271 - 6 ^- 2 / 2-5 5 

7 ’ o ,2 == 2 ^ 2 / 2 - 4 ^ 2 / 2-5 0 ^ 1,2 3 ^ 2 , 2 } ^ 0,2 ” ^ 0,2 — ^* 0 , 2 } 

r ^ 0 , 3 “^ 0!2 ^ 0 » 2 * 

On operei'a ensuite sur Ro,3 comme sur Roj2 et ainsi de suite. 

11 est aise de voir que Ro^/ a un sommet infiniment voisin de chacun des 
points 

3^2} 0^3} •••> 0C2n— 2 


et trois infiniment voisins de 

Considerons en particulier le polygone Ro,72_i- H aura trois sommets infini' 
ment voisins de aa et par consequent de a2«. Ce seront les sommets ao, 
et ao,//-^ (qu’il ne faut pas confondre avec ao/,_i). II resulte de la que Ro,/2-i 
differera infiniment pen de Rq. Ges deux polygones sont d’ailleurs Equivalents, 
d’oii il resulte que la transformation T qui change Rq en Rq,//. i appartient au 
groupe r. 

Posons 

H ~ (ot2— «3) («4— 0t5)...(a2A/-2“~- -1 ). 

(as— a 4 )(a 5 — as). . — ag/^) 


Nous aurons la relation suivante, qui est au polygone Rq^/z-i ce que les rela- 
tions (2) et (2^) sont aux polygones Ro,i et Ro,2 • 


et, de mEme, 


ai ,72-1 — — ( ai — a2 ) 

0^2 — OCi = ( (X^ri 0^1 ) ’ 


Cela pose, reprenons notre function cp et supposons qu’elle se comporte x'Egu- 
liferement, ce qui ne presente pas de difficultE, puisque cette fonction est 
presque entiErement arbitraire. Pour un polygone qui a des cotes infiniment 
petits, la fonction © est infiniment petite par hypothEse. Nous supposei'ons 
qu’elle est du premier ordre ainsi que a\ — a2. En nEgligeant les infiniment 
petits du second ordre, on pent dire que les trois quantitEs ©, a| — et ai — 
sont proportionnelles. On a done, pour le polygone R05 

cp = (ai — a2)F» 

F ne dependant que de la position des points 

a2, OfS} 3^4, * i 0^2 /t— 2 

et non de la longueur des cotEs infiniment petits cl^ et a, aan* 

Appelons et les valeurs de cp et de F qui correspondent h Ro,/2-^ 5 nous 

4a 


H. P. - IL 


iPi IJiH CilUiPPii LlHiAIttiS. 


%(n 

iuirtiii^ .* 


I.-.. |‘ ^ ile% Hifiii»i«ei»t |ir»»i <lit prtmkf mdre, 

f f A iiifiliimffit pititi iwH. iln s^fciiiil ftnlrr, 


Si .l.mr ll*> I«> HuhstiUition T «nu,sf..nii.* H. .•« un }mlvp..,u- rquivaU-M 
,,«i , i‘ “.u* %alriir .1.' » plu-» fjniiuU'. /-»* /».(» /*«* 

rMuil. . 

Si .ui lontr.iin; H®- i. !« >illtl^^iu^«i<‘l^ iiiv«*isi' il«> T inui«.li>ritM*ra Ub «•« tin 

« »»•• v..l*‘nr .If f ,.lu. .!.• ...rtr 

«uf H« n<* jw» nun phi' nMliiit. 

Ui-hIi* If f»H nil A* I. ^hiit H f'» f"cnlifllfiiif«U nf};4lif. C h» iiiir.i tiunr 
n . !■ M«i' ffHf rfltniun, ipii nV't iiiitw «pif 1» rfhilium i") tin jt.ir.i>;r.iplie 

ftprinn* •{«•« h* pnlvptnf U, f'« .If b prf.nifif r.tt.'nuri.*. 

Ain»i. «« imtygani! limit*- nv pmf fHn- rMt ifif «/»• /'» pr-m,^r,- 

ea0gotie- , 

mrndhm nbteftir b ..bn.f btt«h..l dan' If' tlf.uii-n.f f« ir. f .f tnplf.. 
Now»an«n* iniilfr il’nlMirtl b dcutii'iuf fsn!m|.lf, f« i»iipp..'uni, puitr liser let 

id^is, 


f Ilf I 


\ mrnm I 


J« If tkniniifenu! cnmiiif If li<.i'it’»»f ftfinpif , b pitljg««« 

nklwit lb j« niimbrf Miivmitf . I»«rmi If* *‘'P'i'»lfn«* I. un p..ljg.ioi» 

ilnttib, «»«•» •^«‘‘‘* ‘1“' *®''“ **'* 

»«•*» pill >\m puMibb. S'ily mi a plii.if.if* .|u« *»ii'b"«ni i. ff»lf ftn.lilba. 

brlimti»wi|«i««M*M* «*«bii .i..l 'fw ifl .pif If .b«»if.„f dt 

gNtt.bMrd#rr..ii'««lf) *••»« «*»•*» '1“'* p-’^Abb. fl nin'i .If .u.lr . (In f.*»ini« 

.tansbjwwgraplif p«»f«»df III, niff .p«« r.mffriif b .binbutf n b Iru.'bmf 

fwwipb, <ptt»i.l Jf .lb «»•» "" I**’*'*’ '* * “I*'* ***’ •* *' *’* **"” * 

s* Iwngiifttr gibnii#iri«|iif .) _ ^ 

Viiici imf «j«e je «*« b»r«f l» ^mincer, «i <p«f Jf nai* applupirr ‘ 

inu» *b*«f in. 

Stiil w« IrwMgb AW: «|tti *« ddfnrmn de lelb .p»f »f* 

inidftil ffprlbriiifiit %w. ImU |i.,iiH* A', ir rl tr If prnn.n b 

r.Mtd4mf (iitil, b* dfMX 8MIWS fc rinbrifiir df i-f ff rr b l.f * .b- .i» rAif , A II 
Pt APf»»»b*e»il }nd.iHni«ifi»l, pnoilam *fue IK: rf*l« lin»; nwi» b dilbtnifr- df* 

tb»n e4l^* All fi A€ tend ww niie limite finie ). : 

- AC) - A. 
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Cette limite ne depend que de la position des trois points A', et non de 

la mani^i^e dont A, B, C tendent vers A^, B^, Par les points B^ et C' on pent 
fiiire passer deux cercles tangents interieurement an cercle fondamental. Soient 
M et N les points de contact. Joignons MN par un arc de cercle orthogonal an 
cercle fondamental. Get arc de cercle coupera en un point P tel que la L 
de PB' soit egale a celle de PG^; je supposerai que est a gauche de MIS 
et C' k droite. La limite Xsera positive si A' est a droite de MN, negative si A^ 
est k gauche ; elle sera nulle si A' est en M ou bien en N. 

Considdrons done le polygone Rq dont nous allons faire croitre inddfiniment 
les cotes a2,^a^ , a, a2, ao as, comme on Pa vuau paragraphe prect^dent. Ilarri- 
vera alors que les deux sommets ot tendront vers deux points B^ et C' inte- 
rleui's au cercle fondamental, pendant que ai tendra vers un point A' situe sur 
ce cercle lui-meme. En meme temps, les points ao et ag tendent aussi vers A^^ 
car les c6tes a^ et a2a3, qui ont leur L Inhniment grande, ont leur longueur 
g^om^trlque infinirnent petite. 

Nous pourrons trouver sur le cercle fondamental les points M et N ddfinis 
plus haut; nous joindrons MN ; je suppose d’abord que A^ soit comme B^ k 
gauche de MN. On aura, en vei'tu du lemme que je viens d^dnoncer, 

lima4= C', lim ai = limaa = limaa == A', 

a 2 a 4 >a 2 a 2 «, a 3 a 4 >a 3 a. 2 ,i. 

Dans les deux triangles on a 

OCi 3^2 = OCi a2n> 

angle a2aia2,i= angle a 2 « 3 a 4 

a2a4>iX2a2n, 

OCzOLk^ OLiCt^. 


et 

d'ou 


Le cold as est done le plus grand c6td de Rq puisque tons les autres 
que a^ ao, a3 a4, a2a3, oLi cf.^n sont finis. 

Je dis qu^on pent trouver un polygone equivalent k Ro dont le plus grand 
cote soit plus petit que asa^. 

Joignons a3a2/2, nous aurons partag^ le polygone R© en deux autres : 

= a^nOLi (x.% as, Kq = 0(3 a4 as . . . a2n. 

Transformons r'^ par la substitution qui change 0^3 a4 en agaa. Nous obtien- 
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drons 

avec 

a'3 = a3, = a^, 

Le polygone RQ=:ro4-7"Q est equivalent a Ro- II a 2 n — 4 cotds egaux aux 
271 — 4 cdt^s finis de Rq. II admet aussi les deux cotes infinis 

ax Kg = ai a2rt, 

qui appartiennent a Rq et les deux cotes infinis 

qui n’appartiennent pas a Rq. Si a<ao, c’est 0 L^a. 2 n qui esL le plus grand 

cdt^ de Rq et Pon a 

a3a2n<a3a4. c. Q. F. D. 

Si aaao/i < ai a 2 , c’est qui est le plus grand c6u5 de R^^ et Fon a 

CtxCCz<a^OCt,. c. Q. F. D. 

Ainsi, si le point est a gauche de MN4 le polygone'Ro n’est pas rdduit; 
maisj comme rien ne distingue la gauche de la droite, il n’est pas rdduit non 
plus si A' est k droite de MN. II faut done que A^ soit en M ou en N. Mais alors 
le cercle A'B'G' est tangent au cercle fondamental, ce qui vent dire que le 
polygone limite est de la premiere categorie. 

Ainsi, tout polygone limite reiduit est de la premifere catdgorie. 

Passons au troisi^me exemple, c’est-k~dire k un polygone Rq de /\p c6t^s 
dont les edt^s opposes sont conjuguds. Joignons les sommets opposes; nous 
obtiendrons ainsi ip diagonales. Je dis que si Rq est rdduit, le plus grand des 
ip edtes du polygone est plus petit que la plus petite de ces ip diagonales. 
J’appelle 8 cette plus petite diagonale; si ce edtd dtait plus grand que 0 , on 
partagerait le polygone Rq en deux autres To et r', en teujant la diagonale 8. On 
appellerait ensuite le transform^ de par la substitution qui change le plus 
grand des c6l6s de Rq en son conjugud. Le polygone Ro== '' 0 + ^‘o serait dqui- 
valent a Rq; il aurait ses cdtds opposes conjugues; de plus, il admettrait tous 
les cotes de Ro sauf le plus grand qui serait remplace par la diagonale 8, qui 
par hypothese est plus petite. Le plus grand cdtd de R^ serait done plus petit 
que celui de R.o et R^ ne serait pas rdduit. 

Celapose, supposons, comme dans le paragraphe precedent, que les deux 




SUR LES GROUPES DES EQUATIONS LINEAIRES. 365 

cotes a 4 ^a^ et croissent indefiniment ; il en sera de meme des diago- 

nales et a^a 2 ^ 4 .^ ; tons les autres cotes resteront finis. Snpposons que les 

sommets a^p et cf. 2 pj^\ tendent vers deux points et interieurs au cercle fon- 
damental. Les sommets a^, ao, . . a^p tendront vers un meme point M situe 
sur la circonference de ce cercle et ce point A! est ^galement celui avec lequel 
tendent a se confondre les sommets pi et p 2 du polygone Rq. De ce fait resulte 
Fidentite suivante : 

lim («! cLi^p — OL^OL^p+i) = \\m{cL^pCL,^p — a2pa2p-+-i)* 

Mais si le polygone Ro est reduit, on a d’autre part, puisque les cdt^s sont plus 
petits que les diagonales, 

Done on a 

lim(aia4p— aici:2/j+i)= 0. 

On en conclut, comme dans Fexemple precedent, que le cercle A'B'C^ est 
tangent au cercle fondamental et que le polygone Ro est de la premiere cate- 
goric. 

Ainsi, tout polygone limite rdduit est de la premiere categoric. 

Tout ce qui precede ne s’applique qiFaux polygones de la premiere espece. 

Passons d^abord aux polygones de la deuxieme esp^ce qui peuvent, comme 
nous Favons vu, etre ramenes a un polygone limite de la premiere espece. Sup- 
posons done que Po soil un polygone de la deuxieme espece; ce polygone sera 
equivalent k un autre Rq de la premiere espece; si Ro n’est pas de la premiere 
categoric, je dis que Po n’est pas reduit. 

En efFet, envisageons la fonction cp definie plus haut; cette fonction, dans le 
cas du deuxieme et du troisieme exemple, ^era^ pour fixer les idees, Finverse 
du plus grand c6te de Rq- 

La fonction cp correspondant soil au polygone Po, soit au polygone Ro sera 
infiniment petite. Soient a et b les points de Mi qui correspondent k Rq et k Po ; 
cliacun de ces deux points sera infiniment prks d’une des frontieres de la 
multiplicite Mi ; soient c et d les points de ces frontikres qui sont respective- 
ment le plus rapproch^s Fun de a et Fautre de 6. Les coordonn.6es du point a 
sont fonctions de celles du point fe, puisque les deux polygones correspondants 
Ro et Pq d^rivent Fun de Fautre d’apres une loi d(^termin^e. Si a et b sont trks 
voisins des frontieres, comme nous le supposons ici, la position du point c 
depend de celle du point de telle fagon que les coordonnees d'un de ces 
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points soicnt fonctions continues de celles de Pautre. Maintenant si les points 
c et d restant fixes, d des infiniment petits pres, le point a se rapproclie du 
point c de telle facon que la distance infiniment petite ac diminue de inoitie 
par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi de moitie. 

Si nous appelons et ©2 les valeurs de o qui repondent aux points a et 6, 
nous aurons, ^ des infiniment petits pres du second ordre, 

les fonctions et /2 etant des fonctions finies, en general, et ne dependant que 
de c et de d. 

Si done, les points c et d restant fixes on ne variant qu’infiniment peu, la 
distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions infiniment 
petites cp^ et cp 2 diminueront dans le meme rapport. 

Cela pos^j nous avons vu que si Ro n’est pas de la premiere cat^gorie, ce 
polygone n’est pas ri^duit et qu’on pent trouver un polygone Equivalent R^ cor- 
respondant k une plus grande valeur de o. Soit le polygone de la deuxiEme 
espEce qui dErive de R^ comme Po de Ro ; soient fe', c', d^ les points qui 
sont k Rq et P^ ce que les points a, &, c, d sont a Rq et a Pq ; soient et cp^ les 
valeurs de f qui correspondent a R'^ et k P'^. Les points c' et d^j il est aisE de 
le constater, difl’Ereront infiniment peu de c et de d; on aura done 

ac __ bd 

cp'i = a'c'/i(c') =a'c'/i(c), 

<f'., = b'd’Md’) = b'd'Md) 

k des iafiniment petits pres et par consequent 

21 = 2l. 

9't ®'2 

Mals on a 
on aura done 

'P'2>®2, 

et par consequent le polygone Po ne sera pas r^duit. 

Ainsi, un polygone limite de la deuxihme esp^ce ne pent Hre rdduit que 
s' il est equivalent d. un polygone de la premiere espice et de la premiere 
catd s‘orie • 

Le cas des polygones de la troisiEme espEce, qui sont un cas particulier de 


Sim l*E8 mn iOUATIONS LlNiAIRES. 


367 

(H*u\ <ir la |»r<‘mirre cl iIc la tleiixitnnc, se Iraitcrait (rai)riis les nulines prim- 
{'lp(^s. Nous ifallous (Haulier ici qu'uu stuil excm|)lc. Nous fixeraris aiiisi les 
idiHvs, Vi Ic huatuu' sc rtuuira luioux compte dc la lacon doul nous surmonions 
les diHVmtuiUts difficull<ls qiie si nous diudi ions dircctcmcul Ic (aus j*’(uu‘ral. 

Nous (dioisirons Ic* pcdygonc du second cxcnqihi cnsu|)posaul qu() les six 
edtes otaocg, ot| 0 t| et crois.scnt indcHiniiucnl. 

Nous supposcrous {juc ce potygonc cst rdduit, cl nous allous lairc voir qidil 
vsi dc la pnuuicn* c‘4itcgori«% caist-iVdire qiie las ciiuj sommcls a,,a 2 ,a}|, a,!, 
t<*udcnr a se confondre an un scul point sitiuS sur la circuuicrcnice du cercle 
fondatncnlal, el (a*la dc idle sorle qiie Ic cerde soil tangent an cercle 

fondauicntul. 

ii 

Pour ccdii^ nous luuis aj'ipuierons snr les deux principes suivants : 

Si lc‘ poljgone lit, rdduit, las cdtds issus iVun sominet de rang impair 
sont plus peuits <jue la diiigonale qiii joint ce sommet ii un somniet quelconque 
de rang pair* Kn diet, soient C le edit! aiaa, par exeirq'de, et D une diagemale 
joigiuuit h un sonunet qudeonque de rang pair. II est aisd de construire im 
poljgone d(|u I valent It li^ et admettant mimes cdtds (en grandeur) qua Ro, 
laiif que le etkd (.1 est remplacd purl). Si Ton avait G>D,, le plus grand 
cdtd d«? Ho sera it plus grand que le plus grand cite de et Ro na serait pas 
rdcJiitl* 

a** %SnpjH>sons (pie les trois sommets dHm triangde ABG tendent respective- 
tiiisrU vers irois pednts A^, G', situds, le premier k IHntdrieur du cercle fon- 

diiinentnG les dmtx autres snr la circonfdrenca de ce ceredo. Si les deux 
pmfiln sont distincLn Vun de Vautre^ les trois eckls croltront indlfhu- 

inenli riingle BAG teiidra vers une liinita finia, ainsi qua la dllFlrenea 

All 4- AG -^BC, 

par eonsdciuent, k cSk BG sem plus grand que chacun des dmw 

mutres* 

Iklii posd| snpposoiis que^ dans le polygene rdduit R®, les deux sornmets 
et tendent vew deux points fixe# et G' du plan. Les cinq sommcls oCj, oeji, 
duiit la distenea k til infinie, tandront vers certains points du 
cercle fiuidaitientuL 

Si Lon t'ftil ■ 
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Oil aumit. t'li vpriii dii deuKieiiie |)ria<*ij)e, 

ri* tjui cciiitriiirt^ lui premier priuclpe. 
l)e tiieiiHH "it ritit uvitii 

lirn^,i| limaj, liiiicKj cm iiiii«i, 

mi ♦timiit 

ai«l> «»«!«, ^t^i> «l*ii 

im qiii nerait emilratre iiu preiiiier priacdpe. 

Dime len ritii| HmiuiielH ...i ^-s Itatdtail ver^^ mt svnl rt iiiiHiie puiitl 

flit rerele fmitlatitetitiil* | 

JiiigitmiH len tltni\ jitiiiiiH M et N (Icdiiiis pltiH liiuil. Si .V rtiiil h giitirlie I 

lit* MN (eVst-iVfItre dll iii^rru! edle qitt* <m imrait 

et i’ll dteil k drait© i 

* 1*8 -i *1 *l«l i 

©e tjui )S«r.ut ©(Hitmire hu premier principe. 

Aitwt A' ml «ni kl nu cn M, c’est-k-tlire tpir ir feri lr A'ftM’/ i«!il »tt 

cerele fimdamentil, c;Vst'-li-clir« quc esi de !u premirri’ aili'gerif. ; 

c. ij. r. ». i 


XIV. — M 4 thode d© oontinwitA. 


TtHi« le>« leiiiint*** qi»e nous uvous iHahlis viinl iiouh prrmrtlir i!’iipplic|uer 





aver lutile I’igMoiif la tiuHluule de nmliniiil*'. 

Omsidi^rons nil© iiiliuit** <le l.vpes T !«pi>ut lemiiit k iim 
par Mil cerlaiii iM»iiil»ra de paranu’ares qui srrout, si 
lypr I'icrit 


j)*a O, 
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miiltiplicite a q dimensions etait limiteepar ime autre multiplicite, celte autre 
multiplicite devrait 6tre a q — i dimensions. G’est ainsi qu’une surface, par 
exemple, ne pent ^tre decoupee (zerschnitten) que par une ligne et non par 
un point. 

Or^en faisant varier les param^tres du type, on ne pourrait arriver k la fron- 
ti^re de M qu’en atteignant certains points singuliers de cette multiplicity, 
correspondant an cas oil le type T se r^duit a un type T^pliis simple ( cf. § IX, 
p. 334)* Or cela ne pent arriver que de deux mani^res : 

Ou bien, si deux points singuliers de (i) venaient a se confondre; iiiais 
il faut pour cela une condition complexes c’est4i-dire deux conditions 
reelles; 

2 ^ Ou bien, si le genre de la relation ( 2 ) s’abaisse dbine unity, c’est-a-dire 
si la courbe reprysentye par cette relation acquiert un nouveau point double. 
Mais ici encore il faut pour cela deux conditions ryelles. 

Ainsi, dans Pun comme dans Pautre cas, il faut s’imposer deux conditions, 
et les points singuliei’s qui satisfont k ces conditions forment une multiplicity 
k q — 2 dimensions qui ne pent servir de fronti^re k M qui en a q. J’appel- 
lerai ci, 0-2 . • . ces multiplicitys kq—i dimensions que je viens de dyfinir. 

Gonsidyrons maintenant le domaine Do dyfini au paragraphe XIII . A chacun 
des points de ce domaine correspond un polygone Rq ot par consyquent une 
yquation fuchsienne. Gonsidyrons les paramytres du type auquel elle appar- 
tient : ils dyfiniront un certain point de la multiplicity M. Ainsi, a tout point 
de Do correspondra un point de M etun seul. D’autre part, ^ tout point pdeM 
correspondant k iin type fuchsien qui contient une yquation fuchsienne, cor- 
respondra un point 0 de Do ct un seul. Il y a exception toutefois si le point 6 
se troiive sur I’lme des multiplicites 77^^, m 2 , qui syparent Dq du reste de 
la multiplicity M,. Dans ce cas, en effet, il y a deux ou plusieurs polygones 
equivalents ryduits, de sorte qu’au point p. correspondent deux ou plusieurs 
points 2. Au domaine Dq tout entier correspondra ou bien une portion de M, 
ou bien cette multiplicity tout entiyre. 

Je dis que le premier cas ne se prysentera pas. Rn eflet, s il se prysentait, la 
multiplicity M serait partagye en deux parties : celle qui correspond k Do et 
celle qui ne correspond pas k Do, et ces deux parties devraient ^tre sypa- 
ryes Pune de Pautre par une multiplicity fronti^re, qui devrait avoir, dapr^s 
le thyoryme de Riemann, q — i dimensions. 


H. P. - II. 
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Or, commeirt pourrait-il arriver que, le point o il(‘ l)^, sc luuuvant dans ct* 
domaine, le point corresporidant pi de M atteiguit cetle niultiplicdto fnMU irre 
hjpoth^tique ? 

Est-ce parce que le dcfterminant fonctionnel des coonlonnees d<‘ u jmr rap- 
port k celies dc S s’anmderait ? Mai.s cela n’arrivera juinals, puistpn* li‘ 
lerrune du paragraphe VII montre qu'i tout point p ne p(uU «'om*hpcuidrr qii'tiii 
seul point o, 

Est-ce parce que le point S atteindrait rune de ces iruillipli('ii<‘s * » » 

qui sdparent le domaine Do des autres parties de la mtdiiplicitt^ !VI,? Main stip- 
posons, par exemple, que le point o franeliisse une multipli<nte qui sejmre 
1 6 domaine Do d’un autre domaine 1)|» Lc j)oiut p IVant'luiM alcus uue «*ertainr 
multipliciur p, qui eorrespondra ii mi ; inais le point o dtiuU eutr<* dims ie 
domaine D| qui fait encore partie de la inulilplieitt! M,, h v-c point o corrm-^ 
pondra encore utr poljgone Ro et par eonsi!quenl une <*t|uati(Ui furh^ieiUH! et 
un point de la multiplicity M. La multiplicity pi ne sdpani dtmc* pas les tvpc% 
fuchsiens qui contiennent das Equations fuchsienriesi de ceux qui iiVii 
tiennent pas. 
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XV. — Application particulidre. 


Nous aliens donner des principes qui precedent une application parti culi^re. 
Nous choisirons pour cela le cas le plus simple qui puisse se presenter, e’est- 
a-dire le premier exemple du paragraphe XII, en supposant que Ro n’a que six 
cdtds. C’est le cas du paraboloide (i^) du paragraphe XII. Get exemple facilitera 
Pintelligence de ce qui pi'ec^de. 

Dans le cas qui nous occupe, la multiplicity est representye comme on Pa 
vu par le paraboloide (P). Voyons ce que devient la multiplicity M. 

L’yquation fuchsienne engendrye par Rq admet quatre points singuliers et 
de telle facon que les quatre yquations dyterminantes aient chacune une racine 
double. 

Soient a, [3, y, S ces quatre points singuliers. Soit rapport anhai^mo- 

nique de p par rapport aux trois points p, y, S de telle sorte que 

tj;([5) = 0, 4 ;(y)=: 1, l}^(S) = CO. 

Posons 

Le type auquel appartient Pyquation fuchsienne considyrye est enliyi'ement 
dyfini quand on connait X. La multiplicity M se ryduit done k la sphere ou au 
plan repry sentatif de la quantity complexe X. 

Quand on permute de toutes les maniyres possibles les quatre points 
singuliei’s, on obtient pour X les six valeurs suivantes : 

/ N V I 1 ^ I X 

(0 T — A, -j— Y’ * X’ X— -l’ 

On pent partager le plan des X en six rygions : 

Po-^Po» Pl-^PlJ P2^“PL P3-+-P3» p4H-pL .P 5 -+-P 5 . 


La figure i5 indique cette subdivision; les deux cercles et les droites qui y 
sont reprysentyes ont pour yquations 


modX‘= I, mod(i — X) =1, partie ryelle de X = 


partie imag. de X = 0. 


On voit aisyment que, si X est intyrieur a Qq et si Xo est la quantity imagi- 
naire conjuguee de X, les quanfeitys i — ^^TZTx^ X^^’ ^ X’ X’ 
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font respectivement partie de p<, pa, p;,, 


Mamtenant il s’agit de subdiviser le paraboloide (i') en une in<initd dt‘ 
doinaines D^, D,, ... comme il a die dit au paragraphe XIJI, c’est-a-dii>e iU‘ 
telle fagon que Dq contienne les points de ce paraboloi'de qui corresjioudcnt ft 






ition J = I et la droite BAE 
entidre au point B. La partie 
projection est limitde par Ie‘ 
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lt‘^ j>araholt*s AB el B(u Elle est subcHvisec en dtnize i‘t!gions paries droites 
ACl, < ;E, \b\ BCi el par dcuic eourbes. 

(les driuit‘s enl |HHir ikjtiatkm.s 

CG, = BG, ^4-/=s|; AG, t?;; 

AG,. /=*-»!; AF, GK, = 

ia*^ileii3c paraliides AB et B(,I sorit tangentcs am droites AC et BG. Enfiii 
tleiri luiiri's eourbes iraetkis siir cetle iigiire sonL des ares de coaiques. On 
vutl cpte !e dtormirie 1)^ esl divise en iUnv/A\ regions Ui et u'^ correspondanl 
respeeiivefiieivt nn% diitts^e rdgit)nH p/ (*t 

\«iiei eoinment it fiuit s*y prtnidre pour d(‘montrer quc, quand le point 3 
|iareiim1 siir la tnii Iliptielte le tionmine m uu le p(yinl eorresporidant p 
de til iiiobiplieili* M pareunrl la region p/ on pj.. 

Hiiil Ity le iiolygoiK! synnUrique de par rapport a sa diagonale J’appel- 
lerat id, //, id, fl\ les snnunels de inais alin qukls se jirAseplenL dans 

If! itukiit! ordre idreuluire epic eeui de sera le sjindtriqne de c, c' celul 

de II ; id sera le sjntdtriqtie de/, /' cclui de d; quant ii et e', ils m dill^reront 
piiH dll b el e. Grilee k ees conventions, on volt aisdinent qua les nouvelles 
Viileiirs de a?, 5 soul I’cspcctivement 

Soil niiiiiit.eiyuii In vileiir de X cpii correspond an polygone II' ; on voit 
iiistliiient qne t*im ii 

Si e.ii piirticidicr le polygone mi sym^trique par rapport I Je, il n© diffke 
pits de ir^ ; on II 

I 

m^y » I, Mm >^9 
X « I X|. 

Si done It! point S ddcrit la droile le point p d^criit la efroite 

I 

partle rililla cl© X w - • 

On u*ii <ti? indnitt t|«e si I’on change R# dans le poljgonc syindtrique par 
idjUMirt la iliagotittle c/, af, y' et 3 se cliangent euy ^ (it j ct X (iu On cn 
concliil si U„ est symdlrique par rapport k cf, c’csl-ii-iUre si le point 8 
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d^crit la droite CE, Ic point pi ddcrit le cercle 


modX = I, 


Le polygene Ro est equivalent li un polygene R'^ qu’ou ohlituit tui joignant hf\ 
et en transformant le triangle haj par la substitiitiou (jui change* ha tnx ht\ < >n 
obtient ainsi un polygene bfedef^ ^ /' dtant le transformc <le / par lu suhsli- 
tution en question. Prenons le symdtriqua do IV^ j>ar rappoH a lu <liagt>naU‘ bti. 
Ce symdtrique pourra 4tre regards comme ddrlvd dam certain polygono l\l do 
la m^me fagon que R^ de Rq. On voit aisdrnent qidon <diangeant ot mt 

change a?, j et ^ en i + iliZlD et 3 , et X ea X,,. 

Si done le point ddcrit la droite AG, lo point p ddcrira la drtdlx! 

X = Xo, partia imagiaaire da X = o. 


Le probl^rne suivant i Mtctfit do/t/ui uii J uchsitf/i ^ iroavtft itf fftoupf* 
fuchsien qui engendre une Equation fuchHienne eontenue duns ce 
est un problfeine triss coinpliqud dent nou.s direns cjuelcjues mots |ilii8 kdii. 
Mais, d’aprfes ce qui prdefede, dans les cas particuliers sntvariis : 


X : 


, ss 


I 3 


•I 


il se rdsout par de simples considerations de sjmdtrie, et ri»ii trmive renpecli- 

vement pour les param^tres qui ddfmissent le pnijrgnue gthn'ralem- du groupe 
fuchsien correspondaut ; 


n 

1 

3 

f 

•M 

a? I, 

3, 

t 

1 

If 

11 


W ass— ^ I, 


I 

t 

» =s— 

4 

3 

,r ** jf 

t 

5 S - * 

% 


.1 apix.lh. S(, Sa et S3 Jes operations dont il a <Std question plus h.uit et iImiii 
V(.IC1 la deliuiiiuu (I'apre.s les changetnents qu’elles font suhir a , ; 
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et X : 


Si, z\ i—y\ 1 — T, I — z) 


( z® z{z 

3 , (^a?, , IH 


• 0 . 


0 


(X, I Xq ) , 

To 
(X, Xo). 


Envisageons ; 

Le groupe derive de ces trois substitutions. Si Ton transforme le 
triangle Uq par toutes les substitutions de ce groupe, on obtiendra une infinite 
de triangles analogues qui rempliront toute la multiplicite M| . 

2° Le groupe r2 forint^ de toutes les combinaisons en nombre pair des 
substitutions S^, S2 et S3. Ce que ce groupe a de remarquable, c’est qidil est 
isomorphe au groupe 

\ ^ "(Z -h 6 / 

ofi. a, p, y, 0 sont des entiers tels que ao — py = i . 

3 ^ Le groupe T formd de toutes celles des substitutions du groupe qui 
n’alterent pas X. Si Pon applique a Dq toutes les transformations de P, on 
obtient une s 6 rie de domaines D^, Da, etc. qui remplissent toute la multipli- 
cite M| . Le groupe T est isomorplie au groupe des substitutions 


y"’ Y-s-t- 8/' 


ou a, p, y, 0 sont entiers et ou 

■ ao — Py = » a ^ 0 s r , . Pi 


(mod a). 


c’est-a-dire au groupe que Pon rencontre dans Petude de la fonction modu- 
la ire. 

Chacun des domaines D^, Da, etc. est divis^ en douze regions de la m^me 
fagon que Do est divisd en douze regions Ui et u '^ . Mais Do pent ^tre regarde 
aussi comme divisd en deux triangles 

To = Uq “H u'q -H ^2 ^4- U^ ^^3 

et 

T'o = Ui-h u'l -h 2^4”+- Ws-+- Wg. 

De m 6 me, chacun des domaines D,, D^, etc. sera regards comme parlage 
en deux triangles T, et T',, et etc. C’est ce mode de subdivision que 
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nous avous u(l()|)l<‘ dans les figures 17, 18 et ic) (|ui rejinfsetUinil f*ii |H‘rsiNMii\i* 
tl<\s porlious du })arul)olt>i(!e (i^)» 

Dans la (Igurc 17, la droite BK.L rcprdsente la geiu^Mfrica* x o, y i qtti, 
dans la figiua^ i(i, idnUiit reprdsentde c|nc par le prdul B, On nnnanpiera 


Fig. 17. 



dims catte figure, las cinq truinglas T®, T|, T', , riini Imelidsi el lirn 

portions P0 li du pambuloida ou la subdivisiun pii^i rt*prdfit*iiti% el qtii 
nont convenes da bachures. On verra aussi qtie eliartiii lies flini% triiinglas T*, 
at TJj a deusL dc ses Honuuets confondns an B. 

Lii figure 18 reprdsenle, k plus giimde ddielle, la siitMtiviiiini dr la rdgiiiit 


Fig, iB. 



+ Pji 4 - P»» Ba portion P® 11 <fld divtsda an iin triniiglr Ti ri driiv rrgnuts 
Imcliifes Pt td Ps. Bes regions linclulas lont^ dims Irs qiialrr lignrrs ii'b 17, iH 
at tc)| relies on k subdivision nkst pas mprdiaiilt?i!. 

■■ 'Eiilin fa figure 19 reprikenta la ddlail da k n^iuii P, «pii rnt di%isCr rii tin 
Irkngla T| at de, dauu regions lincyes Pf at On vuit ipir b* iriaii-tr a 
; sas Irois sonimats eonfi>fidins m 1, 

' Cas ll|'ti,res' Bwffkent pour qnka si rande coiiipic dc ioiiir% !rs jiarlinikrilos 
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de la subdivision. En effet, la region Pg on GKL se traite comme la region 
AKB; les regions Pq et P| se traitent comme la region ABLC, sauf qu’iine 
partie de la figure est rejetee a Finfini. Les regions Pg et P7 se traitent 
comme P2; enfin P/,, Pg, Pg et P^o se traitent comme P3. 


Fig. 19. 



Les points des droltes BE et FL correspondent ii des polygones de la premiere 
espece et, sur ces droltes, les points A et G sont les seuls qiii correspondent k des 
polygones de la premiere categorie ; ce^Wt les seuls aussi qui fassent partie 
de D^. bur la droite BL qui correspond ti des polygones de la deuxiiljme espece, 
le point K est le seul qui fasse partie de D^. Et, en effet, la substitution S3 
le change dans le point 

I 

a; = y=:oc, z = - 

qui correspond a un polygene de la premiere categorie. 

XVI. — Th6orie des sous-groupes. 

Nous venons de ddmontrer que tout type fuchsien contient une dqOation 
fuchsienne; il faut maintenant trouver F^quation fuchsienne contenue dans an 
type fuchsien donn(§, on blen encore trouver le groupe fuchsien coirres- 
pondant. 

Mais, avant cFaborder ce probl^me, il faut dire quelques mots des sous- 
groupes contenus dans un groupe fuchsien donn^. 

Ces sous-groupes sont de deux sortes : 

Les sous-groupes d^indice finl, c’est-k-dire ceux qui sont tels qu’on pent 
obtenir toutes les substitutions du groupe principal en muitipliant toutes les 
substitutions du souS-groupe par un nombre fini de substitutions. 

Les sous-groupes d’indice infini. 

H. P. — II. 
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A un autre point de vue, les soiis-gronpes soiit encore dc deux sorles 


1 ° Les sous-groupes distingues {ausgzeichnet)^ coinme disent les Alleman<ls 
c’est-a-dire ceux qui sont permutables a toiites Ics subsLilutions du groujM 
principal. 

2 '" Les sous-groupes non distingues. 


[Cf. KLEiif, Mathematische Annalen, Bd 17; Walthkr Dyc.k, lh>her 
reguldre Riemann schehldche, Gruppentlicoretische Studian 
tische Annalen, Bd 17, 20).] 

Les sous-groupes d indice fim ne sontuntre chose (ine <Ies groupc.s riichsti^tiKa 

SoientGle groupe principal et^- le sous-groupe qui j ost conlenu. Soieuil Ho L’ 

PO^y?one gendrateur de Gj R,, Rj, ... ses divers IransforuuSs par l<*.s diveraess 
substitutions de ce groupe. Soit le polygene gdneraleur de g. II e.st nh4 de 
voir que P„ est formd par la reunion d’un certain nouibre de polygoues R*. 

Cboisissons d une inanidre quelconque n f- i polygones jiarini les poly— 
gones “ ' 


oes n-j-i polygones et supposoas 

simplemenl connexe. Soit Po cet 

polygones R resleront libresj e* 

ces c(kds doivent dire distribti4s 

un ccUd de R„, a'^ l>'^ .son conjugwrf; 

li a'//^ ceux de Ra, etc. 

y en aura un certain nouibre p quI rcsteront 

parmi les n + i cdtds a'^b',, il y en aura />, c’esl-li-dim un 

P ’ ^ ment dgal, qui resteront libres. Nous pourrons alors coujuguep 

edte's aibi restes libres k Pun des cdtds a',b', restes liJire.s et cell, 

paired ^‘o se troiiveront uinsi n-partis en 

paires de cotes conjuguds. 

tinu f e’est ^ pour que Po pmsse engendrer un groupe iliscou- 

chaanp n ^ ‘ ^^P^^tit ses sommets ea cycles, la soimne des angles dt* 

P eneend^^ aliquote de 27r. Si cette condition est reiiiplie, 

I'oengendreraungroune fneh«i«n ‘ ’ 


que tear ensemble forme un seul tout i 
ensemble. Un certain nombre de cdtds des 
seront les cotds de P,. 11 reste a voir comment 
en paires de cdtes conjugues. Soient a„ ^lo 
soient a,b,, a\h\ les cdtes homologues de R 
Parmi les n + i cdtds a,b^, il 
libres j de m^me 
nombre , 
chacun des 
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Soient maintenant 

(1) X = Fi(^), Y = F2(^), F3(^), 

les fonclions fuclisiennes engendr^es par G et 

(2) co=:Mz\ fz(z), 


les fonctions fuchsiennes engendrees par La classe des fonctions 
fuchsiennes (2) contiendra la classe des fonctions (i) tout entiere coinme cas 
particulier. 

Supposons d’abord que G et ^ soient tons deux de genre 0. Alors, toutes les 
fonctions (i) s’expriment rationnellemdiit en X, toutes les fonctions (2) 
rationnellement en cc. On en conclut que X est une fonction rationnelle 
de cc. II est d’ailleui*s facile de trouver les coefficients de cette fonction 
rationnelle, quand on connait les valours de X pour les differents sommets 
de Rq. 

Si maintenant G est de genre 0 et ^ de genre p, toutes les fonctions (i) sont 
rationnelles en X, et X est rationnel en a? et en y. 

II pent arriver enfin que ni G, ni g' ne soient de genre 0. Dans ce cas, X 
et Y sont rationnels en x ety, et la rdciproque n’est pas vraie. 

11 est k remarquer que cette th^orie est tout k fait analogue k celle de la 
transformation des fonctions elliptiques. Qu’est-ce en efFet que cette transfor- 
mation? Elle consiste k 6tudier la relation qui a lieu entre les fonctions 
elliptiques engendrees par le groupe 

( 3 ) (j 5, /nwi 4-710)2) (o)i, 0)2 p^riodes doanees; m, n entiers quelconques) 


et les fonctions elliptiques engendrees par le groupe 
(4) (4J, 7WQi4-n02)r 


en clioisissant ces nouvelles periode^ Qt, Oo de telle sorte que ce second groupe 
soit un sous-groupe du premier. Remarquons egalement que si 1 on applique 
ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrees par Tequalion de la sene 
hypergeometrique, on retrouvera sans peine les resultats obtenus par 
M. Goursat dans sa remarquable These {Annales scientifiques de I Ecole 
Normale^ 1881). 

Dans le cas particulier ou g est un sous-groupe distingue, la subdivision 
ae P, en 7^-M polygones R estreguliere, memeapres qu’on a plie et deforme Po 
de facon k recoller ensemble les c6tes conjugues et a faire de ce polygone 
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3. De plus, les relations entre X, Y, x e sont (Puno nattir 
si par exemple G et ^ sont tons deux de g’enre o, le i^ronp- 
►rique qui lie X et ^ est une seule fois transitif, 

particulier un exemple qui nous sera utile tlans la suilo 
soit un polygone 


-I ^2 . . . «« a«+i p,; . . . P3 P 2 

svmetnque par rapport a sa diagonale a, de telle sorte 

trique de «/. Je suppose de plus que les cdtds r - 

que tous les sommets sont sur le cercle fondamental 
Sou X = F(.-) une des fonctions fu6hsiennes engendrees 
iaquelle toutes le'k autres s’expriment ratio: 

F(j} de telle facon que cette fonction reste i 
sur la diagonale . [Cf. Mdmoire 
{Acta mathematical t. 1 , p. aSa et 272)] (<) 

Cette fonction donnera alors la representation conforme d« poljgone 

fstfeme de fonctions fuchsiennes Je^ K ' »I engcadrcm un 

esqaelle, toutes les autres s’eio ' ' 

.out ,e et ,„1 p,„s ..e«„t 

Je Pappellerai x = f • \ 

T an demi-plan, non plus de onneia la representation conforme 

,Iv.un»n .L ’ . dans le cas Dr^cf^dpnt .1.. 


que soit sjmd- 

symetriques sont conjuguos at 

1 et tous les angles nuls^ 

par Ro et ii ruide da 
On aura pu choisir 
t le pdrim^tre de 
sur les fonctioJ2s fuchsiennes 


J nurai 


" prendre indiffe; 

Tome, p. 204 et 288. 


'remment le 
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’ Poussons la chose plus loin. Soil P 4 le polygone symetrique de Pq 
rappoi't a un de ses cdtes que j’appelle G. Soil Qo=:Po + P| et regardons 
comme conjugu^s deux cotes de Qo symetrlques par rapport a C. Soil nne 
fonction fuclisienne engendree par Qo et a Paide de laquelle toutes les autres 
s’expriment rationnellement. Je suppose que y soil r^el le long du p^riineLie 
de Qo et par consequent le long de C. 

Je pose d’ailleurs 


d’ou 


y = cp(;5), cp(a/) = o^ cp ( ) = 00 ; 


y 






-/(a/4-1 ) 



F(aiH-i)--F(a„+i) 


Get exemple montre quelle est la nature des relations qui existent entre les 
fonctions fuchsiennes ddriv^es d^un groupe fuchsien G et celles qui d^rivent 
d’un sous-groupe de G. 

Nous allons maintenant dire quelques mots des groupes dislinguds d’indice 
fini ou infini. Void comment on peut 6tre conduit a envisager de tels groupes. 
Soit 


(5) 


dP w dP-'^ w 

'd^ dxP-^ 


- cpo (V = O 


une Equation lineaire oh les coefficients cp soient rationnels en Supposons 
que les points singuliers de cetle Equation soient 


^1, ^2} 


3 t de telle fagon que les racines de Pequation d^terminante relative a ai soient 
Loutes des multiples de K/ ^tant un entier positif. Si 1 on ne peut trouver 

Eiucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de on fera K./ qo. 
Nous pourrons, en vertu des paragraphes VIII a XIV, trouver une equation 


fuchsienne 
( 6 ) 




admettant pour points singuliers 


(Xjj j • • * j 


et de telle fagon que la difference des racines de Pequation deierminante rela- 







wam 


« 1.81. Ml* iiw4Tiu«. 

(i-n- A|„„ii„„ r...l,.ir.,» .|,|Mrlir..,l,.,i 

,1., , „„ 


'I 


‘le I tiqualum (5) *i>«t d«t, 

<i. Qiimi.l ttcHH ttjinli.jn,.r,ii„ I 
•Itn ii'Htliitnt 




Pt il est clitir 
suhstkiilion I 


. ..... .iirt., ,1,., V ... 

•!«. r.,i 1 

«jJS 



rT7“.‘.“" . lii 


mrmpau4m k mb»th 
Ces swbtiiuiiima /g) * * 

•‘wwierwiit UR 

^ ,.J rrs^r:*- 


•••(•Si) m «*(*), 

■. j, j 




.•ufiii 


383 


aUK LK 8 GB0UPE8 DBS EQUATIONS LINKAIRKS. 

lions (l<^ <’<'s sous-f-roupcs. Sujiposcms que rtSqualion (5) s’inu^gre algt^brique- 
nu'ut, alors lo gninpc dc.s suh.slilutions IS esl d’ordre fmi; done g est un sous- 
groupo (rindiec lini.Ainsi, la question do I’inldgralionalgdbrique des Equations 
lineairiis so. rauiono a colic dcs sous-groupes distingue's d’indice lini el de la 
tninsronuation dcs fonclions fuchsiennes. Nous nous occuperons de lout cela 
plus lard. 

Lorsepu' g cst il’indicd iniini, on peul irouver ndanmoins quelque chose 
d’aualogiu^ an polygonc gdndraleur d’un groupe fuchsien. Soient, en efiet, 

(,)) I, S(. si, *>, 

line inlinitiS de substitutions de G, choisies de telle sorte que si 
(h>) >. ®i. ®»> •••’ ••• 

sont les substitutions correspondantes de F, le tableau (lo) contienne cKacune 
des substitutions tie F el no la contienne qu’une fois. 

Soient mainlcnant 

Ro, Ri. R«, R». •••> ••• 

les polygontis analogues it R„ ot correspondant aux diverses substitutions du 
tableau ( 9 ). L’eusoinble de ces polygones formera une rdgion Q, qui sera une 

sorte de polygone gtUidrateur du groupe g. 

Si, en partioulier. I’dquatlon (5) estdu second ordreel que nous appelions t 
Ic rapport des intdgrales, t sera une fonction uniforme de s, inalldrde par les 
substitutions do g. Supposons maintenant que (5) appartienne au type T el 
quo X suit une fonction kleindenne de t n’existant que dans un de ces 
domaines D dont la limite n’est pas une courbe analytique et dont il a dte 
question tlans le Meimive Bur les groaptis kleuuiehs. Alors le groupe se 
rt'duira a la substitution unit 4 et t ne pourra prendre qu’une fois el une scule 
chacunc dcs valeurs iuU'rieure.s k D, La relation entre I et a nous domic alors 

la reprt'senlalion conforine de D sur un cercle. ^ 

J’arrivcau point le plus important. Je suppose que (5) soil une Equation 
fuebsienno appartenant k un type T' et que le type T soil subordonne k T'. 
Alors It est fonction fuchsienne de t. II arrive alors que £ est fonction unifonne 
de = inalu'ree par g. Elle pent prendre toutes les valeurs inldrieures au cercle 
fondamenud ct n’en pent prendre d’autres. Elle ne pent prendre d’aiUeurs 
cluicune .I’elles qu’une seule fois k I’intdrieur de Q,, ma.s elle pent prendre 
chacunc d’clles une lufinitd de fois k Fint^rieur du cercle foudamentid. 
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II reste k examiner ce qui se passe quand les coeflieients f tie ! equation ( 5 ), 
au lieu d’etre rationnels en .^5 sont rationuels an ir tu j'% t^es dtnix varialdes 
etant litres par la relation 

(n) a(^,/) = 0 . 

Je vais considdrer une Equation (()) 

( 6 ) 


oil est rationnel en::*? et qui admet pour points singuliers inui stndmueui ccuix 
de r^quation ( 5 ), mais encore ceux de r«^qimtion (1 1)1 e esr-iVdirt* hw valtmrs 

de X pour lesquolles ™ “• f> <*>*1 un point Hingulicr de ('ctlc ospun* ci si, 

dans le voisinage de ce point singulier, X vaknirs de y se penuulent entn* <dles 
de la rnani^re bien conuue, la dilKrence des racines de r«kjt»ati<m iliUermiauale 

de (6) devra 4tre K dtant un multiple de X. Hetnaniiions bien ee qui suit 


pour dviter toute confusion; i chaque vuleur de x correspiiiidenl (dtisieiirs 
points de la surface de Riemann(i i). Si I’uii de cea juiinls est un point singu- 
lier de (5), en gdndral il n’en sera pas de mtline des aulre^s, et eependant tons 
ces points analjtiques sont alors des points singuliers de ((>); atrf(x) est 
rationnel en x el imldjiendaut de y; et, par consikjuent, il n j a pus lieu de 
s iuqui^ter de savoir {» quel ieuillel de ta surface de liietiiann appurtieni le 
point analylique correspondanl. 

Cela posd, soient G le groupe de r^quation (d), 3 le rapport des intdgrales; 
X sera une fonction fuchsieune de s; y sent uae foaclion nnifornie tie s, iniiis 
elle ne restera pas inaltdree par toutes les substitutions de ( 1 . Si j’appelle g-’ le 
groupe formd par toutes les subslilu lions de (I qui n’ult^rent pas p, <-e groupe 
sera un sous-grouped’iudicelini deG; mais il tie sera pas distiugud eu gdudral 
[a inoins que le groupe de I’equation algdbrique ( 11 ) at* soil une senle Ibis 
transitif]. 


Si,au contraire, je ccmsiditre & la fois les m valeurs tie y qu’i»n pent tirer <1 
FdquatKwi (ti) en la siqiposant de degi^ m en j, et si j’ujtpelle le gr<Hqi 
formd par les substitutions de G qui n’aWirent auctwe de ces m valeurs, M-r 


un 


- groupe forint par les substilutbni de G qui n’altferei 
pas les iatdgrales de 1 dquation (5); ce sera uq gous-^roiipe tl’ortlre fini <kj G 
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de Gonsidt^re comme soiis-groupe de G, il ne sera pas dlstingui^; comme 
sous-f^TOupe de s\ il sera dislingiuS. 

Nous pourrons regarder le groupe comme engendrd par un polygone 
formt? par la i-eunion de m polygones U’ansformds de Rq) le groupe g sera 
engendrd par uue region Qo formee par la reunion d’une infinite de polygones 
iransformds de P;. Quant ii g\ il sera engendrd par un polygone P; formd par 
la reunion de <■) polygones transformds de Ro, w dtant I’ordre du groupe de 
I’dquation algdbriciue (i i). Si ce dernier groupe est vine seule fois transitil, 
(0 = m, et g,*' et g” ne different pas I’un de I’autre. 

XVII. -- Troisi^me probl6me. Types sym6triques. 

On a vu au paragrapfie X avec quelle facilite on d^montre que lout type 
fuchsiensyindtrique conlient uue Equation fuchsienne; nous allons faire voir 
maintenant comment on pent calculer, avec une approximation inddfinie, les 
coefficients de cette Equation. 

Considdrons un type symdtrique T : 


dtanl ralionnel en tons les points singullcrs de cette dqualion soul 
rdels et loutes les dquatlons ddterminanles ont une raclne double. Soient 

les points singuliers rdels en question. Au lieu de supposer que ces points sin- 
guliers sont rdels, nous supposerons qu’ils sont tous situds sur le cercle de 
centre O et de rayon i . Il est aisd, en effet, de passer d’un cas k I’autre par 
un changement lindalre de la variable x. Il s’agit de ddtermlner les coefficients 
restds arbllraires dans I'dquatlon (i) de telle faeonque cette dquation soil fuch- 
sienne. Supposons le probldme rdsolu. Soit z le rapport des mtdgrales. La 
variable ® sera une fonction fuchsienne de a et le polygone gdndrateur R„ de 
cette fonction sera symdtrique et aura tous ses somraets sur le cercle fonda- 
meutal. Il sera parUgd par une de ses diagonales en deux polygones syrnd- 
triqucs ro et r',,. Je suppose que le centre du cercle fondamenul soit intdrieur 
k To et j’a|)pelle h un certain point que je suppose riel et intdrieur dgalemeni 
k Ta. L:v fonction ^ 


H. P. - Ih 
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swu mmpm mn um%mm. 

sera um^ das foiKilit^ns rtich.*»!ftiiitf?i ii riiiifi? iic!»i|iii*l!«»^ 
meat ratiaiuudh'iufitt. J arlH'‘\Triii tie iti ildlinir imr le^ l•llllll 


La touctttm x^/{3) mnm clmiiiii aliirn In rmtluriiii! «{« j 

gone r„ sur le cercle dc milre (> i-l ili! Rijnm i. l!,,H 

los clivers Imusfornids de lt#|wr ll•grmnl^* engetidn* jiiiree (iidvgtnu*. (les j 
gones reinpllrout lout le rercde foiiditnifiilsil e» rloic-un d‘i<n\ s.-r.i Mihdivis 
deux parties sjriuitri.jnes r, el r\, r, el r,. ete. (:...i,iderHi.» m, ,...,l.iin 
(le poljgones n et d,„,t I'enseiiihle „„ 

Soil l», le polygene forim! par eel etiseiHble. (aiii«idi’-r.ms la f.meti.,ii 


([ui aonne la repnSsentatuni confnriae de 1% siir le eerele de renin! () cl de 
rayon i, Pour nchevcr do ddlinir j, j« aujijtuic 

Ho) mo, 

Cette fonction 0(3) sera une foneUnti fticiisiemte doi 

groupe du groupe G de la fonctkm /(a). II rdaiilie 

tioa f(y) ratbnnell® en^, I| mi d’aiHeur* foeile ( 
point un peu plus loin) de tmuver le« enunieiei 
on connalt les points singuliem a et in sim«ti»ii reli,t 
gones Pi et dont I’ensemide constitiie P,, t)r lea 
n^esetnous {umvons disposer artiilrairement de In siiuain,,, wlnli 
genes ri et r'*. Les coeflieients de ia fonetiiMi 
6WPi|5ird<Ji caiiiiiie mmim* 

po«™, U„.j„u„, i U I 

po/SuMi r,.t r'„olii.i,ir«M d, u-ll.. .«» l„ ,|« 

0 « , 1 . „„„ J .„i, 

f’ 1 """'"’ Cicii .nil.-mln, (111,, ce rt„te iiiriirinii' ii.Oiimiivi 

I Muvaiift; : 

iimmI « < iimhIjt < 2^^. 


til l« ||lt:ltHI«!|r iiifu iitiiiiiii^ 

f tll*» III tjtli? g! 0il| tiiii^ fflllC- 
t?l tiiiiii mr e# 

'titi iIp ill liifictiiiti f cjtiiaci 

■ ilr^ |>itly«* 

II iiiHii iiiiii 

VI? jwilj- 

f (^r) ikiiif 


".w f ™««mi.i.-iil «.,i.i„ ,l„ , ,Mr l■.lll.l■. 




SUE I-ES GROUl»ES DliS EQUATIONS UNEAIEES. 


387 


quent un polygoiie sufTisamineni grand pour qiie la difference enlre modij 
cl inod r soil aussi petite que I’on vent. En d’autres tenues, quand p tend vers 
r unite, on a 

lim mod/ = mod 

Mais ce n’est pas tout. Soient 

V y 

5 =5 5 -h u log mod e = arg — * 

Supposons que soil uii certain point tel que 

mods < Pi < p < I, 

p, (itant unc qiuuitiu'! positive convcnablement cKoisic. Nous uurons,' ii 
I’interieur du cercle de rayon p, 


; M < log- 


on en conclut qu’k I’intdrieur du cercle de rayon p, on a 


Mais 


du 

4 log(M _ , 

du 


A 

I 

B-' 

V 

dri 


\ p/ 



— - — 
~~ dri’ d-i\ 


On en conclut que ^ ^ tendent unifonnement vers zdro quand p tend 

vers I . Or, pour s ~ b, on a c = o; on pent done dcrire 

R 

d’oCi I’on conclut 

lirav = o poor limp = i 

et , ■ 

lim(M-+-tv) =0, 

linay=s. 

Je vais maiatcnaut ddiuontrer que, pour une valeur quelconque de s, la hmite 
de la foiieliou ratiounelle o(js) [qui n’est autre que ©(7), 0117 est remplac^ 
par z\ <!st prcciseiucnt la function fuch.si€nae/(3). Nous avons 



”4“ [ 7 


y ssc 0( s). 



itii tm mmpm um 


Ell l<irHf{in! z e^t ii riiil#rii!nr dti rtfrclii 
iitHts nvinw 


avcuts 


al, piir coiiiilcjiiciil 


Maii/(^) mi tine fiittflitiit i^tnlfuiir eiiiiintif la lUtliVr 
$im^ mm^ iiwM 

on 

Oil clilitiitiitrertiil tie iniliiiii |g limiit tit |a clilritilt 
Mm 6 % ila /($), 

II iagil till jimliitr ilt ta i|iii jiri%lfilt |i«nir r-ilrnltr li 

BrbitwiwK ilnaf r’ift|mltwi (i). Sc»ii^ S«> iiumbr*. tl« it* cu 

apitcllcnuis g. Hoknl ♦*, •»! ^»s 

I equation (i > il.qini,. ,.,nu(ir ij «|,i| ; 


la- i-.t|i|ii)il c-l aloiw 


inu* ionr.tioitde X {tRrfait«iiii*iit liiMittit*. < I.it«niloii« tlan** 
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Ic (Icveloppenient tie celte fouctioii les coefficients de 

^ 


SBc) 


( p 1 (uxd’fieieuls sVisLprimeront rationnellement en fonctions des coeffi- 
cients c et ties points sin^iillers a. Mius nous aurons 


a et y eUuit ti(‘ux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous avons 
(Ians ridentlie (yi) une relation entre x=f(z) et z. On pent en tirer lesp + 2 
premiers coefficients du ddveloppement tie f{z) suivant les puissances de ^ 
en fonctions raiionnelles tie a, de y? c et des a. On pent done avoir rdci- 
proquement les c, a et y en fonctions ratlonnelles des a et des /:> + a premiers 
coefficients* du ddveloppement de f{z). Or les a nous sont donnds, les coeffi- 
cients du ddveloppement def{s) peuvent aussi ^tre regardds comme connus, 
puisque ce sont les limites ties coefficients du ddveloppement de ^p(5); les 
coefficients c peuvent done aussi dtre calculds avec une approximation indd- 

finie. ^ 

On pent se proposer, au lieu de calculer les coefficients de I’dquation (i), 
de trouver directement le groupe de cette dquation. Voici comment on peut 
opdrer. 

Supposons que x dderive, dans le sens positif, un contour fermd autour du 
point singulier a/; z se changera en substitution 

i') 

cuml |)Uf.ilii)li<iuo; ou m^uie lemps / se changera en Si la valeur initiale 
(Ic ;; (;sl o, sa vuhuir finale sera si initiale de y esi o, 

su valciir linalc .s’ti|»|)cllcr.i p,-. La connaissance de 'ki suffil pour ddlermmer la 
.snh.siilutioa S/ ; imils, (luaiul on connalt la fonction rationnelle <p(y), L ddter- 
miuation dc p; n’esl qu’uuc question d’alg^bre. On a dailleurs 

X/ « lim 

On (l(tlcmiincr.i aiusi Louies les substitutions S/ et par cons(5quent le groupeG. 
U y a, (I’nutrc part, outre les \i une relation alg^bnque qui facilitera le calcul. 
II rente mainleuuut ii entrer plus profondiiment dans la question el avoir 


S/ = 


u 


UiZ -h 

7/5 ■'4- 


si-K fcK* awon-iw %>m uw sfim* tmamm, 
i'.otmiwnt m j..‘..t r.ln.l.-r 1 .-, f. • . 

' “ 'I'™* „L 

I I- d„M.ir I T 

li.-. II ,S 1 l.in, „ 

».m|.i,.. II ™, „, I., ^ ; I',"' 

iiu duM\ ^ it fai^ 

StHciit a,, aj, inrrfMiuiui.uit r.. . .• 

sinKulim 7* 

t , ' I* * * •* i#*iiifinyriiir# Ir iitilvwiiin. p* i 

'I'l pilfficiio .jmiili-lii.,,, , 1 ,' r. |«r n ''' 

'I'Hi"* l« , >iui ...1 .•„.,.,„i,. ' '*“■ 

‘'“““•"'""“'“-'"M'l 


fi»r4 





*ri ^ 


,%i II 

<*i i| .41. 


Goniid#o„« Hwiateiwai an , 1 ., ,,, , , 

trique dn {>' fy,r K,,,,w,rt if 1 • * • » «'• *•» iMdvgimB lymi. 

>* « « « , {mr nipiHjrt h I ttu «{« r»Ui‘» (|ii«. r«,„i..ll., t' v n * ‘ 

des fonctioiw q,a umn k !»* ih, ^ ***’***' *’ •*'* ** 


fin* 



j,. 


«i«uL ^k 7 !„iZZZ‘ ZCilZHr' "" 

*'• **• • •» •/. .... 

1 ..,ir ,1,. 5, ,1 

11" wi'Z'rr, ■••"■• .-■< — 

ifc , . * *’ «•»>•* rin liiiiir 

.I.u„ },. .i. .j,-, 

«• • II* • ■ .. j iiMi' titriiicf I*' IV I* • I I , 

««Al4,d,.d»|»:, «ni v. . I. 
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soil syinclricjiu'. par rapport a Vmi de ses cotes C; comment choisir ce cote C ? II 
conviendra de choislr celui des cdtds de PJ^" ^ dont on suppose que la longueur 
g(5omelrique doit etre la plus grande. 

Je rdpfcte (jue je iPai voulu donner ici qu’un exemple et que mon intention 
n’est pas de recoinmander ce mode de g^n(^ration des polygones Pq de prefe- 
rence k tout autrt^. ,I(i (U'ols au contraii'e qu’il seralt plus avantageux de s’ar- 
ranger de fa<;on ([lu^ le groupe de la fonction fuchsienne 9(-s) soil toujours un 
sous-groupt^ distingue de (1. 

Dirigd d(‘ la sorlc^, le calcul des coefficients c de Pc^quation (i) ne laisserait 
pas d’dlre assei^ long si Ponvoulait pousser Papproximation tr^s loin. Mais on 
|)eut, pour la plupart des applications^ se contenter d/une approximation gi'os- 
sitjre. En ellet, si les coefficients c, au lieu d'avoir exactement les valeurs qui 
conviendraient a Pdquation fuchsienne, sent seulement suffisamment voisins 
de ces valeurs, la variable x n’est plus fonction fuchsienne du rapport ^ des 
Intdgrales, mais elle en est encore fonction klelnt^enne, ce qui suffit dans 
presque tons les cas. 

Void comment ce que Pon vient de voir pent s’appliquer au cas des types 
non syrndtrlques. Suit 

( 3 ) 

(4) 0(;r,y^) = o 

une (ufuatlou appartenant kun type fuchslen T. Ce type contlent une Equation 
fuchsienne el, si j’appelle i le rapport des inl^grales de cette Equation fuch- 
sienne, his variables x et y seront des fonctions fuchsiennes de t. Mais nous 
ne nous proposons pas pour le moment de trouver les coefficients de cette 
Equation fuchsimuie elle-mime; nous voulons seulexnent trouver une Equation 
fuchsienne dans un type T' subordonn^ k T. Pour cela, soit 

(5) at, «»}••*? Un 

h lal)leau des points singullers de P^quation (3) et de ceux de la relation (4)- 
Nous avons vu, au paragraphe XI, qu’il existe toujours une Equation fuch- 
sienne 

( 6 ) 

oil F(») raliouucl el qui adraet pour points singuliers, non seulement les 
II quiuUil<:s tlomuies (5), mais encore Ji autres quantit^s non donndes bn 


39'^ 1.KII umarK* hkh kviatiumi 

Aa, . . ., hi. l>«* |>1 hh, !«» ■i||iitiliiiii<i iiiMi.Miii's mil 

(Ittulllc. 

()|\ si I’on so u cv «|iii n i‘li‘ dil litin* vv i«mi|;niniH. \|, „„ 

nous uv«ms fiinm‘ «:eU<- lUjMtttiiHi (li) k raiili* irnnt* •*<ju iitmi 

(loni tons Iiss [MiiiUs sitigiilirrs rl qiii, jwi 

nail ii uu Ijrpi* syniiHrhjuo. D'ailli'tim, mm* vfiinit* »l« u.ir ijm* 

(rune dquaiiou tninti-iiiii! ilnii* uti jMnnfiit 

tHfC rngardtis eoimiMJ ooiuiu*. It m »i*ro ilimr ilr ini'iiuo ii|. rvu% ile i*dq«a. 
lion {(»). 

Cola pos**, soil s lit rajHHirt ilo* iiili^nitr* «lf !»»j; jr •••r.i ntir fiiiiriiim fuel,, 
sienne <le a, ajinil |HHir grmijw (I.J>nii|rtir«. r mth imr rmiril.m iinifopme 
ilo s. Si g' est lo ginujio ilo* « i ijui j,,„ , 

graplu! {irtlctMonl ), nem uno rtntrliun riir}i*i«*iiitt* il<* s <11 .ml jmiir grniiiie g’> 

le giNtHjMi g> engomlront alar* iitm »‘i|ii4iliiw i|iii im *vm antro ijMi. 

»/*»• 


( 6 ) 

avec la reliiliuti 
(4) 


t(jti 


*■ Kljrli* 


J') • «• 


Celle aouvella ilijHalimi fiieimieiine (i]im jr rrganlo rmmtie ailWnnite de 
Equation (<J) mm nwumjwgiiife dr la rrlatimi ( {)] frra iiirtir d'nn ly|MsT' 
siilwnloand k T «t mtit* nvuna vm i]ur m* nmniriritl* ••»m rfiniiii*. U prn- 
lilkwe qne iit»n» mm* pnifwiiont mt dour rriMilu. 


XVIII. — TmitlAm* pmbIkmAi om g^Rikrai. 
loiu.lygom-grm'ml.ni Jrli, .. 

li"Us.l,-.' q,.i JM* l... mlrj., ■,!.•* ,lr ..,1 mo*. 

grou|H- (liNtnigiic d,. w . IJ di irnniM. il , .i . j,.u niio 

rogioii (}„ ,|in j,„„. 1,, ,,,,1, .p.i .,u, u.iiiiiM d« 

edl*?s. ^ , »„it Ir 

liaii^lonor , 1 .- >Mii ..ntjngM,^ j.m .,„r.|r* *id.*lM.iii.m* -lu ii.uii,. . 1 1. ..v jmitiN 
upimrtfiMiHl Ji a*** ilfiiitt edW* erntjugud* owmitt dila r«rrr#/»M«*/rinf « l.o ojiir rim 

il oils M-r.i I.- do r»iilf,» jiap 

Maintriunl il ^’.igii do di t.-rmtmn ir* t.irfli. ..n.i, 


iil-i?! <liWW 
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rdqualion(3) tie telle faeonque cette Equation soit fuchsieixne. Soient t le rap- 
port des iiitdgrales de Pequation(3) siipposec fiichsieiine et z le rapport cles 
integrales dc Pequation (()); il s^agit de determiner t en fonction de z. 

Je suppose, pour deteriuiuer compldteuient Z, qii’il s’aiiniile enmdme temps 
que z. A lors t sera ime (xmctlou uuiforme de iiialtdrde par les substitutions 
de g et de telle sorte que 

mock < I. 

En outre, t pourra prendre toutes les valeurs dont le module est infdrieur k i . 
GecI dtanl post!, je dis que Pon a Pidentiu! suivante : 

(7) 

i 

Dans cette idcntltd, les substitutions (z^ — substitutions de g' 

et le signe se rapporte li toutes les substitutions de ce groupe. Gelaposd, con- 
siddrons une infinite! de cerclas 

Gi, Cj, . . . , Gn, 

ayant to us pour centre le point 0 et dont les rayons R|, Ra, Rn, 
vont en croissant avee n et tendent vers 1 quand n croit inddfiniment. 

Parmi les tenues de la sc'rie (7), il y enaura un certain nombre p quidevien- 
dront iufinis li I’intdrieur du cercle G„. J’appelle leur sorarne 9 „. II s’agit de 
ddmontrer que 

lira 6fl ™ log mod. ^ pour n = «. 


Je remarque, de plus, que log mod le terme gdndral de la sdrie (7) 


iuod et par consequent 9,^, sont essentiellement rdek ei po^itifs. 

wSolt 

asE 5 4- fcTT) ; 

soit Un. une fonction rdelle de ? et de yi qui, k Pintdrieur de G/o satisfasse k 
Pdquation 

/ox d^Uu _ 

(S) . , 

qui soit nulle le long dc la circonfdrence de ce cercle et qui, enfin, soit telle 

que la difference 

logmod^— ‘W m 



H. P* - II. 


5o 



M— 

HH 


3i),' Bit* UIB aaoi-BM »m uxAaikw, 

sent l»*Kinu*q*lH' .'i rititi'riinir cle iit t'rrrli*. \iin% jmmiH li 


** ri line limits 


? ae telle ^ue u ♦- «• •nti une fiinclimi «n«lYiicjtte 


monog^nfl die 9. On mm d'ailleiin* 


i’Mtte de cm el p«iia» 


k i’tnyrkur de ee eeHsle, 
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Nous aurons done une infinite de ceixles 


ci, c;, c;. 


et ime infinite de functions 


Ui j U i ^ , .... 


engendr^es a I’aide de ces cercles comrne les U£ le sent k Faide des cei'cles Q. 
Nous aurons d’ailleurs 


lirru/;, («) : 


' OLZ^ ^ 

Y z "h S 


pour n = CO. 


Gela i)()S(':, ([uelqu« grand que soil n, on pourra trouver un cercle C', tout 
enlier exU'rieiu’ ii G„ et lui cercle G« tout enlier extdrienr k G',. On aura 


Mais, pour n — oo, on a 


et enfin 


On en conclut 


Un{x)<u'p{5)< Uq(z). 
p c=i q cc, 

llmMn limwy == M, 
\imu'p(z) = u{z) 

, , f ocz -f- p \ 

‘'(7^) = ‘'0) + 


C. Q. E. I). 


Gonsiderons maintenant la fonction 


dans le plan des t et posons 


V ss log mod « — u 


Jt ss: *4" ^ ^1* 


La foiictiou V sera unc fonction uniforme de t, En effet, quand t, apr^s avoir 
dderit un contour quelconquej revient k sa valour initiale, js est revenu k sa 

valeur initiale on bien a subi une des substitutions du groupe Dans I’un et 
I’antre cas, la fonction « et par consequent V n’ont pas 4t6 alt6r^es. 

D’ailleurs, V satisfail k I’^quation 

<PV d»V _ 


(80 



i ilHMHMi 

MM l Ii l lBl l ll i 


— 


m »«■» *.»» MovfW »M HvrATi<i««s usijuaM. 

Giusidth'ttiH <i<it4s t<} (ilaii lit!* I li> t'f‘r«'li’ 

tf * nf • ?*. 

p 4tant uno constante {iIih petite que i . 

L« fouditin V sera hiiluniiiqihe (•) ^ l‘itit<’rtetir iJr r** iru-Ji 

lera, k Imgde Im eirmn/drfnet^ th re retrk, iiiiiiitiM^. mu 


au», d Vmkrimr de re m^mr rerck, 


Main p peul Atns ch<»i»i iiu«»i viiitiii ipir loii vein tie !’iii»iii!; ij f.,,,! 
Ton ail 


bf »#il m m. 


Mai*, d’autre {»arl., n«m* avom !e* ii»%alii,i, *Mi«me.. faciltf, k thhmmtmv 


Or, pour « asoo, iim «*« l<tgnMMl| ; «m « dune aii«*i 

linl« • imR HHid i; 

ce qei ddm0ntre ridentlid 

•<*! »«1 i • £ lug uiwl lliLiil , 

• mt* f ft 

<jui iliiuiic ( cii tiiiifiiitu «, 

Ainsin-iiMtpjiusMif IVi|i*aii«», fiicl».*i.f»iir |:i|i*| imr mnm. 

I Imiii tJaia tjn® la ii#rir (^) mt niiiirrgriitr f*l 

f ititi . th cj H, jir*'Ci^lii§ill ji^ iiig^^ ltilri|ir»if|iii!itiriit| 


«•' Slit nt-ii, .-ii,, ^.,..4 t ' **** M fttlal# mtU» Irflfitrlf i*ll 

♦•nuv iiiuu hiiiitin .Kiiiti,'*** ** *“'b^*’**** til# aaltewift #t ^piViiif rrtlt^ niiiifriw 

milt, » I, Up f„„.i,rt„ fcutedwtfi*#, Mi#me ^Il4f |r# |i»^p|if% ri 
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siipposant la eoiivcrgeiice de la serie ( 7 ), on poiirralt ddmontrer cpie la somme 
de cette sdrle dcfinit le logarithme du module du rapport des iat^grales d’une 
(^‘quation fuclisienne appartcnaiit au type T. On demonirerait par consequent 
que ce type coat lent une Equation fuclisienne. Mals cette ddinonstration serait 
fort longue el serait, d’allleurs, inutile. 

On pourrait toulefois en faire un usage sur lequel je voudrais dire quelques 
mots. Soit un type tel que T soit subordonnd k T"; qui est subordonn^ 
a T, sera subordonruHi T". Supposons que Ton sacbe que T" contient une Equa- 
tion fuclisienne; soient (3') cette Equation et le rapport de ses intEgrales. 
Soit g\ le groupe des substitutions de G qui n’alterent pas ; g sera un sous- 
groupe de Nous aurons, d^ipres ce qui prEcEde, 


(/') 


log modj- 

Ia 


S log mod 


a z -H- dj 
aiz -t- hi 


{ a ^tant la substitution gdn^rale du groupe g^. Mais la s^rie (7) 

pent s’obtenir en supprimant certains terines de la s^rie (7^)- Elle est done 
convergeute et par constiquent le type T contient une dquation fuchsienne. 

Ainsi tout type subordonnd h. un autre type qui contient une (Equation fuch- 
sienne contient lui-in6me une «5qxiation fuchsienne. Ce principe dispenserait, 
dans un tr6.s grand nombre de cas, de I’application de la in^thode de conti- 
nuity. 


XIX, — B6flexioiis sur la convergence de la s6rie pr6c6dente. 

Void coimnent on pourrait chercherJidymoutrer dlrectement la convergence 
de la sdrie (7) du paragraphe prycydent. 

Au |»aragrapbe I du MSmoire , sur les fonctions Juchsiennes, nous avons 

(leinoniry la convergence de la sdrie suivante : 

oil /a, est k substitution gyndrale d’un groupe fuchsien G. En 

revanche, loujours dans le cas d’un groupe fuchsien, la syne 

u’est pa.s {lonvergcntc. Mais elle peut I’^tre quand il s’agit, non plus d’un groupe 


